Lésningsforslag till tentamen i MVET740 Matematik del D 2025-08-22

1 Uppgift 1
Uppgift: Beriikna foljande integraler:

T 1 2 e
(a) / sinz e~ “*% dx (b) / et dx (c) / zIn(z?) dx
0 1

0 z(1+2?)
Losning:
1

4 — 1
a) / sinx e~ %% dx = t= cos T = / etdt = [et] —e— =
0 dt = sinx dx 1 1 e

Integralen i b) &r generaliserad eftersom integranden enbart &r kontinuerlig pa (0, 1]. Eftersom
a?+a+1 z+ (1+2?) 1 1
/W‘”:/Wd“/mdw*/;df”:arctanwﬂnlwlw:ﬂx)w
och

e—0t e—0Tt

lim F(z) = lim (arctanz +In|z|) 7
——
—0 ——00

ar integralen divergent.

e e e 27€ 2 e
c) / xln(xQ)dx:/ 2xlnxdwg[x21nx]i —/ xdr = [lenx— x} = {x(anx—l)]
1 1 1 2 2 1

€2 1 e2+1
— -1 -0-1)=
5 (2-1)-50-1)

2
Svar:

a) / sinz e” “PPdr=c¢— -

0 e

1,2
1

b) / wdm ar divergent

o x(l+a?)

e 2 1
c) / xln(xz)d:v:e +

1 2

2 Uppgift 2

Uppgift: Bestdm en geometrisk talféljd ay, aso, ... sadan att 2211 ag = 10.

Losning: Elementen i en geometrisk talfolid ges av a, = a1¢*~! dér ¢ ér talfljdens kvot. For att en geometrisk
serie .-, ai ska vara konvergent krivs att —1 < ¢ < 1, och da ges dess summa av
(o]

iak = Zalqkfl - .
k=1 k=1 I=q

Den sokta serien ska alltsa ha a; och —1 < ¢ < 1 sadana att

ai
1—-g¢q

=10.

T.ex. kan vi vilja ¢ = 1/2,

ay ai

1:7:7:
= W=, =1

200 & a1 =5.

Svar: Den geometriska talféljden 5, %, %, ... har 2;0:1 ar, = 10.
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3 Uppgift 3

3

Uppgift: Stéill upp en Riemannsumma som approximerar arean som motsvarar / (6 — 2x)dx via en uppdel-
0
ning i n stycken delintervall, och berdkna summan samt grénsvirdet som ger den bestdmda integralen.

Losning: Vi delar upp intervallet [0,3] via 0 = 29 < 21 < ... < x, = 3 och sitter z; = % sa att
Arp = 2 — Tp—1 = % Riemannsumman kan da skrivas som

> f(&) Ay,
k=1

dir f(x) = 6 — 22 och &, € [x),_1,x3]. Vi sitter” & = x5, och far
- L3k 3 O 6k 18 <
S fean =37 (E) 2% (6-2) 25 (1-2),
k=1 k=1 k=1 k=1
Detta &r en aritmetisk summa 6ver de n forsta termerna i en talfljd (ay)p_, dér

k
ap=a1+(k—1)d=1-—
n

Alltsa géller

18 k\ 1 1 n 1
82(1—) 82%7 aritmetisk summa) = 8na1+a —9(a1+an)—9(1—+0> :9—2
n o= n — n 2 n n

Z<6_):9——>9+0=9 da n — oo.
P n n

4 Uppgift 4

Uppgift: Los foljande differentialekvationer:
(a) y(@)y (z) +zy*(z) ==
(b) { y'(z) + %y(l‘) = ﬁa
y(1) = —/4
(¢) y'(x) —4y'(x) + 5y(z) = 2%

Losning:
Uppgift a):
/ 2 - ’ 2 yy/ -
y(@)y' (z) +zy“ (@) =2z & yy=z2(1-y°) < 21"
ar en separabel differentialekvation. Vi har
y dy Y
- = & dy = —xd
y?2 —1ldx v y2—1 4 rar

Integration av bada led ger

o= [ Yty = (1w = 1) = 5 [ £ ay = Smls)1+D = [76) = 2-1) = 3?11+
—_—

g2
== +C

—PHE o 2 1 =Fe ™, F#£0

& Injy-1l=-2*+E & [’—1=e

& y=+\1+Fe*

1Det gar lika bra att t.ex. sétta £, = zp_1.




Lésningsforslag till tentamen i MVET740 Matematik del D 2025-08-22

Via inséttning i differentialekvationen syns dven att y(x) = 1, dvs. 16sningen med F = 0, dr en 1sning.

= yx)=V1+Fe*, om Fem™ > —1.

Uppgift b): ) .
’ “ _ -
V@) + 2y(@) = 1y

ar en linjir differentialekvation av forsta ordningen. Multiplicera bada led med den integrerande faktorn
e2nlzl = 22 D4 har vi

d 2 /.2 of 2 z?
R — 2 et — =
dw(yz) yr+2xy=x y—|—$y 11 22

Integration av VL och HL m.a.p. x ger da

d , o x? x—|—1—1
/%(xy)dx_/1+ 34 / 1+a2 /dx_/1+2d

C — arctanx

& 2’y=z—arctanz+C <& y(z)= *-i-
z
dir C € R. Begynnelsevillkoret y(1) = —m/4 ger villkoret

1 1 t
y)=1+C—n/i=—n/d & C=-1 = ylp)=-— s
x x
Uppgift c):
y"(z) — 4y’ () + 5y(a) = 2¢** (4.1)
ar en linjar differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karaktéristiska ekva-
tionen till differentialekvationen ges av

Piry=r*—4r4+5=0 & r?—4r=-5 & (r—-22=4-5=-1 & r=2+i

och har tva komplexa rotter r+ = 2 £ 4. Den allménna 16sningen till den homogena motsvarigheten till (221)
ges darfor av
yn(z) = €**(Acosx + Bsinx)

dér A, B ar godtyckliga konstanter.
Vi ansiitter en partikuldrlosning y,(x) till den inhomogena differentialekvationen (EZHI) baserat pa HL i
(E7D). Eftersom sagda hogerled bestar av 2¢2* ansitter vi:

yp(x) = De?®

dar D ar en konstant. Vi har
yp(x) =2De**  yy(x) = 4De*

och inséttning av y, i ekvationen (ET) ger

2z
4De*® — 8De* + 5D = 2e%* & De** =2¢** € go D=2

Den allménna lésningen till (B71) ges av
y(x) = yn(x) + yp(z) = e**(Acosz + Bsinx + 2)

dér A, B ar godtyckliga konstanter.

Svar:
1 + arctanx

a) y(z) = V1+ Fe—2* b) y(z) = é— _— c) y(x) = e**(Acosx + Bsinz +2)

2
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5 Uppgift 5

Uppgift: Lat D vara omradet i zy-planet som begrinsas av graferna till f(x) = 22 och g(x) = |z|. Beriikna
volymen av den kropp som fas da D roteras kring x-axeln.

Losning: Dy = Dy = R. For att avgora inom vilket intervall (i z) som graferna begrénsar ett omrade i
zy-planet soker vi skdrningspunkterna mellan graferna,
—x = 22

s =1@) & l=a s { T2 e sefon0)

Vi har tre skdarningspunkter, x € {—1,0,1}. Omradet D begrénsas dérfor av graferna till f(x), g(x) samt av
linjerna = —1 och z = 1. Eftersom g(z) > f(z) da x € [—1, 1] ges volymen av den kropp som fas da D
roteras kring x-axeln via metoden med cirkelskivor av

1 1 1

(f(z))*dx = 7r/ (2 — 2*)dx

—1

(g(a)?de— [

—1

V:Vg—vfzw/

—1

1 3 571
1 1 4
= [jamn integrand] = 277/ (2% — 2Y)dx = 27 [33 - x] =2r ( - ) —0=-".
0 . 375 15

47
Svar: V = —.
var 15

6 Uppgift 6

En kopp varm choklad stélls pa ett bord. Da kommer den varma chokladen att svalna med en hastighet som
ar proportionell mot skillnaden i temperatur mellan vétskan och omgivningen. Under antagandet att koppen
med den varma chokladen holl en temperatur om 90°C till att borja med, och att omgivningen haller 20°C,
bestdm ett uttryck for temperaturen av den varma chokladen genom att 16sa en ldmplig differentialekvation.
Ange dven vilka virden proportionalitetskonstanten kan anta.

Losning: Lat y(t) beskriva temperaturen (i °C) som en funktion av tiden. Det aktuella begynnelsevirde-
sproblemet ges av
{ y'(t) = —k(y(t) — 20)
y(0) =90

dar k£ > 0 ar en konstant. Vi har att
y' + ky = 20k

ar en linjar differentialekvation av forsta ordningen, vars integrerande faktor ges av e**. Vi multiplicerar
differentialekvationen med den integrerande faktorn och far

d
= (yekt) _ ylekt +ykekt — 90kekt

Integration av bada led ger
d
/a (yekt) dt = /QOkektdt & yeft =20 +C o yt)=20+Ce M
Begynnelsevillkoret ger darefter att

y(0)=20+C=90 < C=70 = y(t)=20+70e"

Svar: Temperaturen (i °C) som funktion av tiden ges av y(t) = 20 + 70e~**, med k > 0 for att temperaturen
ska minska som en funktion av tiden.
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