Lésningsforslag till tentamen ¢ MVE740 Matematik del D 2025-06-0/

1 Uppgift 1
Uppgift: Beriikna foljande integraler:

1 2 oo ,—1/z*
(a)/ XL (b)/ SR
1

1 $3+$ x3

Losning: a) Integranden dr kontinuerlig pa R\ {0} sa integralen dr generaliserad, med

1 2 1 2 0 2
113+ 0o 3+ L3+

=1 =I5

De primitiva funktionerna till integranden ges av

x + 22 1+ 1 T 1 9

Eftersom grénsvirdena

1 1
lim F(z) = lim (arctanx + an(l +x2)> = arctan 0 + §1n1 =0+0=0

z—0 x—0

1 1
lim F(z) = lim (arctanz + 3 In(1+ x2)> = arctan 1 + 5 In2= % +Inv2

r—1— r—1—
1 1
I_l:glﬁ F(z)= Z_l)lr_nﬁ (arctanm + 3 In(1+ x2)> = arctan(—1) + 3 In2= —g +1Inv2

alla existerar dr bade I; och Is konvergenta. Darfor ocksa den efterfragade integralen konvergent, med

1 0
I= {F(w)}o + [F(:r)} = lim F(z)— lim F(z)+ lim F(z)— lim F(x)

r—1— z—0t z—0— r——1+
= T+mv2-0+0- (-T+mv2) =7

b) Integranden dr kontinuerlig pa [1,00), och integralen dr generaliserad.

e/ t=—1/z2 1/, et e~/
/$3 dm:[dt—igdx}:Q/edt:2+C: —+C

2
e*l/z

ger att? G(z) =

ar en primitiv funktion till integranden, och eftersom bada griansvéirdena

e—l/z2 e~ 1
lim G(z) = li ——
Jm, Gle) = Tm —3 2
) . et 1 et eV 1
i G() = Jim 5= = [t—‘ﬁ} s =373

existerar, géller

o e_l/gg2 o ) 1 e—1 1— 1/6
/1 3 dx = [G(x)}l = wl;n;o G(z) — mlg{h G(z) = 5" 5 =5
Svar:
/1 =T+1'2 T
a) 3 =
1 x+x 2
oo e—l/-’L'2 1— 1/6
b d
) /1 B 2

IMan kan ocksd anvinda

oo ,—1/z? R ,—1/z? t=—1/22 1 19 + . . s [ 1 [0
/ e . de = lim e dr = 2/$ — m X / ctar— | € kontinuerlig pa [—1,0] _1 / ot
1 T R—oo Jq 3 dt = Fdz s—0- 2 /4 = konvergent integral 2/

Ett motsvarande argument kan dven anvéndas i uppgift a), for I1 och Is. (OBS! Efter att integralen I delats upp.)
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2 Uppgift 2
Uppgift: Betrakta foljande geometriska serie:

1
3+1+-+...
3
Skriv serien med summabeteckning och berdkna summan av serien.

Losning: Vi har att termerna i serien beskriver en geometrisk talfoljd med a; = 3, as = 1 och as = %

Talf6ljdens kvot ¢ ar
a2 as 1

och vi har

k—1
ap = a14q )

sa serien ges av
00 o) 1 k—1 1
Sa=Ys(5) =g
k=1 k=1

Serien dr konvergent eftersom |g| = 1/3 < 1, och seriens summa ges av

_ w3 3 9
SW_Z“” T1-q 1-1/3 273 2
Svar:

k—1 9
3+1+ +. Z3() =5

3 Uppgift 3

2
Uppgift: Stall upp en Riemannsumma som approximerar arean som motsvarar / (2 — z)dx via en uppdel-

0
ning i n stycken delintervall, och berdkna summan samt gransvirdet som ger den bestdmda integralen.

Losning: Vi delar upp intervallet [0,2] via 0 = 29 < 21 < ... < z, = 2 och sétter z = % sa att
Az, =2 — Tp—1 = % Riemannsumman kan da skrivas som
> F(&) Ay,
k=1
dir f(x) =2 —x och & € [xp_1,x1]. Vi siitter? & = x och far
S rean=3r () 2= (- 5)2=23 (- %)
k=1 k=1 k=1
Detta dr en aritmetisk summa éver de n forsta termerna i en talfoljd (a)p_, dér
2k
ar=a1+(k—1)d=2—- —
n
Alltsa géller
2 o 2k 2 o 2 , 2 2
— (2— > = —Zak = [aritmetisk summa] = fnm =a;+ay, = (2— ) +(2-2)=2-—
n n n n 2 n n
k=1 k=1
Svar

- 2k 2 2 .
E 2—— | —=2———=24+0=2 da n— oo.
n n

2(k—1)

2Det gar lika bra att t.ex. sitta &, = xp_;. Man far dd ap = 2 — i den fortsatta 16sningen.
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4 Uppgift 4

Uppgift: Los foljande differentialekvationer:
(a) y'(x) =22 - 2xy(x)
(b) " (x) —4y'(x) + 3y(z) = 10sinx

o { 21o) - 2e) =20
y(0) =0
Losning: Uppgift a):
Y (z) = 20° — 2zy(x) < o + 22y =223

ar en linjér differentialekvation av forsta ordningen. Multiplicera bada led med den integrerande faktorn e’
Da har vi

d X . :
7 (ye”“2) = e + 2aye” = e (v + 2zy) = 23"
x

Integration av VL och HL m.a.p. x ger da

2 2 = 2 2
[ oo [t 78, = w2 [en o somne o
x =

& yeﬁ:(xzfl)eszrC’ & y(a:):folJrC’e*zQ, CeR.

Uppgift b):
ppgift b) . o
y'(x) — 4y’ (x) + 3y(z) = 10sinx (4.1)

ar en linjér differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karaktéristiska ekva-
tionen till differentialekvationen ges av

Pir)=r*—4r43=0 & P —4r=-3 & (r—-2°2=-34+4=1 & r=2+1

och har rétterna , = 3 och 7 = 1. Den allménna lésningen till den homogena motsvarigheten till (B7T) ges
dérfor av
yn(z) = Ae>® + Be®

dir A, B ar godtyckliga konstanter.
Vi ansiitter en partikuldrlosning y,(x) till den inhomogena differentialekvationen (EZHI) baserat pa HL i
(D). Eftersom sagda hogerled bestar av 10 sin z ansétter vi:

yp(z) = Dcosz + Esinz
dér D, E &r konstanter. Vi har
y,(x) = —Dsinz + Ecosz  y,(x) = —Dcosz — Esinz = —y,(x)
och insdttning av y, i ekvationen (E) ger

Yy, — 4y, + 3yp = —yp — 4y, + 3y, = —4y, + 2y, = 10sinz
< —4(—Dsinx + Ecosz) 4+ 2(Dcosz + Esinz) = 10sinx
< (—4E+2D)cosz + (4D + 2E)sinz = 10sinz

déar likhet for alla x krdver

2D-2E)=0 [ D=2E - D=2E
2(2D + E) = 10 2D+ E =5 5E=5

Sl
I
=

=  yp(x) =2cosz +sinz.

Den allménna 16sningen till differentialekvationen ges av

y(z) = yp(x) + yp(z) = Ae®® + Be” + 2cosx + sinx (A, B godtyckliga konstanter)
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Uppgift ¢):
/

Yy
1492

y'(z) =2z (x) =22 & ¢y =22(1+y?) <& =2z

ar en separabel differentialekvation. Vi har

1 dy
7:2 = -
1+y2de " 1442

1
/1+ 2dy—/2xdx

& arctany =22 + C
& y(z) =tan (2* + O)

dy = 2zdx

Integration av bada led ger

Via inséttning i differentialekvationen kan uttrycket for y(x) verifieras gélla for alla (22 + C) € Dyan.
Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger villkoret

y(0)=tanC=0 < C=0 = y(r)=tanz?
Svar:

a) y(z) =22 -1+ Ce=?" b) y(x) = Ae3® + Be® + 2cos + sinx c) y(z) = tan 22

5 Uppgift 5

Uppgift: Berikna arean av det omrade som begrinsas av graferna till f(z) = 4(z — 2) och g(z) = 2® — 8.

Losning: Dy = D, = R. For att avgora inom vilket intervall (i z) som graferna begrénsar ett omrade i
zy-planet soker vi skdrningspunkterna mellan graferna,

flx)=gx) & 4@x-2)=2"-8 o 0=2°—-do=2(’—-4) =z(—-2)(x+2)=g) - f(z)

2}. Arean begrinsas déirfor av graferna till f(x), g(z) samt av

Vi har tre skdrningspunkter, x € {-2,0,
) da z € (=2,0) och f(x) > g(z) da = € (0,2). Arean av omradet ges

linjerna & = =2 och x = 2. f(z) < g(z
av

2
/ x)|de = / |42 — 2| do = [jaimn integrand] = 2/ |4z — 23| dx
2

2472 L 94
2/ r—a? d:z:2{2x ] 2(23())2(84)8
4, 4

0

Svar: A =8.
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6 Uppgift 6

For en svingande (matematisk) pendel giller att om y(¢) dr vinkeln fran jamviktsliget som funktion av
tiden, sa ar vinkelaccelerationen proportionell mot siny, med en negativ proportionalitetskonstant, sa att
pendeln accelereras tillbaka mot jamviktslaget. For sma pendelutslag &r vinkeln liten, och da kan man hitta
en approximativ 16sning till y(¢) genom att ersétta siny med y. Bestdm en sddan approximativ 16sning for
vinkeln som funktion av tiden genom att 16sa en lamplig differentialekvation. Antag att pendeln vid tiden
noll passerar jamviktsldget med en vinkelhastighet om 7 radianer per sekund.

Observera att om y(t) anger en vinkel, sa #r ¢'(¢) en vinkelhastighet och y”(¢) en vinkelacceleration.

Losning: Lat y(¢) beskriva vinkeln fran jamviktsldget i radianer som funktion av tiden (i sekunder). Det
aktuella begynnelsevirdesproblemet ges av

y'(t) = —wy(t)

y(0)=0
y(0)=m

déar w > 0 ar en konstant. Vi har att
y// + w2y =0

ar en linjar, homogen differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter, vars karaktéristiska
ekvation ges av

P+uwr=0 o r?=-uw? & r=+4iw

och har rétterna r; o = +iw. Den allménna l6sningen till den homogena differentialekvationen ges dérfor av
y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

dér A, B ar godtyckliga konstanter.
Begynnelsevillkoren ger dérefter att

y(0)=A=0 = y()=DBsin(wt) = y'(t)=wBcos(wt)

och
T

y(0)=wB=m & B=-—.
w

Svar: Vinkeln fran jamviktsldget, i radianer vid tiden ¢ sekunder, ges av y(t) = T sin(wt), dar w > 0 &r en
konstant.
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