Lésningsforslag till tentamen i MVE740 Matematik del D 2025-05-17

1 Uppgift 1
Uppgift: Beriikna foljande integraler:
2

& 4 sin T
(a)/1 ﬁdaz (b) [1ex(2x+1)dz (c)/1 (l\/g\mdx

Losning;:
a) For att bestimma om den generaliserade integralen dr konvergent tar vi fram en primitiv funktion till
integranden. Vi ansétter en partialbraksuppdelning enligt:

2 _A+Bx+C
r(14+22) =z 1+ a2

Likhet mellan VL och HL kraver

2=A(z*+1)+ (Bx+O)x
2 2=A
2 0=C
2°: 0=A+B & B=-A=-2

. 2 2
r(1+22) =z 1422

/de—/zdaz—/idm—ﬂnm—1n|1—|—x2|+C’—ln i +C=F(@x)+C
r(14+22) " )z 14+22 N 1+ a2 B

Eftersom

T—00 T—00
och
22
lim F(z) = lim In =In-=—-In2
o1+ a1+ 14 a2

ar integralen konvergent, och

/IOOM@_ [F(2)] = lim F(z) - lim F(z)=0— (~n2) = 2.

2

2
b) / (22 + 1) dz = [e(2e +1)]° | — / 2 du = [e*(2¢ + 1) — 2¢°]” | = [¢" (22 — 1)),

-1 -1

=3e? — (—=3e7') =3e? +3/e =3(e? + 1/e)

t=1++z

4 3

c) / Mdm: dt:gcf/g :2/ Slntdtz[—2008t]2=—2(0083—0082)
1 2

\/E _ dx
<:>2dt_ﬁ

Svar:

o0
2
—— dxr=1In2
a)/o (0129 r = In

b) /21 e®(2x + 1) dx = 3(e + 1/e)

4M Xr = COS 2z — COS
c)/o T de = 2(cos? 3)
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2 Uppgift 2

Uppgift: For den aritmetiska talféljden a1, as, ... &r a; = —2 och as = —6. Bestdm talfoljdens differens och

berakna
40
>
k=1

Losning: Talf6ljdens differens d &r

d:az—a1:—6—(—2):—4.

Vi har
ar =a; + (k—1)d
n n =40
—1)d
Z ap = nMTa" =n (a1 + (n2)> =| d=-4 | =40(—2+39:(—2)) = 40-(—2)-40 = —2-1600 = —3200.
k=1 a; = —2
Svar: Talfoljdens differens &r d = —4 och summan &r —3 200.

3 Uppgift 3

1
Uppgift: Stall upp en Riemannsumma som approximerar arean som motsvarar / e*dx via en uppdelning i
0

n stycken delintervall, och berdkna summan.
Losning: Vi delar upp intervallet [0,1] via 0 = 29 < 21 < ... < x, = 1 och sétter x = % sa att
Arp =2 — Tp1 = % Riemannsumman kan da skrivas som

> f(&) A

k=1
dir f(x) = e® och & € [wg_1,2x]. Vi siitter™ & = xy, och far

A — A I, k/n — - = 1/n\k )
S seam =307 (1) =D L= LS e

k=1 k=1

Detta &r en geometrisk summa 6ver de n forsta termerna i en talfsljd (ax)p_, dér
_ k=1 _ 1/n/, 1/n\k—1 _ . _ 1/n
ar =a1q" " =e/'"(e’™) = a=q=e¢/"#£1.
Alltsa géller

I I I 1—gm etm 1-
= ;(el/n)k = I;ak = [geometrisk summa] = e _qq = en = ele/n .

n
1 el/m 1—¢
. k/n- _ % %
Svar: kile e Py

IDet gar lika bra att t.ex. sitta £, = 2x_1. Man far d& a1 = 1 och ¢ = /™ i den fortsatta l5sningen.

2
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4 Uppgift 4
Uppgift: Los foljande differentialekvationer:

(@) y'(z) -2y (z) +ylz)==
(b) { Z’((S):—;y(x) =z, x>0

(c) ¥'(z)—y(z)nfy(z)] =0
Losning: Uppgift a):
y'(x) =2y (z) +y(z) =@ (4.1)
ar en linjéar differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karaktéristiska ekva-
tionen till differentialekvationen ges av

Pry=r*=2r+1=0 & r-2r=-1 & (r-1°=1-1=0 & r=1

och har en rot r1 2 = 1 av multiplicitet 2. Den allménna l6sningen till den homogena motsvarigheten till
(E7M) ges dérfor av
yn(x) = (Az + B)e”

déir A, B ar godtyckliga konstanter.
Vi ansétter en partikuldrlosning y,(«) till den inhomogena differentialekvationen (E-0) baserat pa HL i
(Em). Eftersom sagda hogerled bestar av x ansitter vi:

m

yp(x) =2™(Dzx + E) ="Da+FE

dir D, E dr konstanter och m = 0 eftersom den légsta ordningens derivata av y(z) i differentialekvationen
ar noll. Vi har

yple)=D  yy(z)=0

och insdttning av y, i ekvationen (ET) ger

0—-2D+ (Dz+FE)==x
< Dx+(E-2D)==x

D=1 - D=1
E-2D=0 E=2D =2

= ylx)=x+2.

dar likhet for alla x kraver

Den allménna lésningen till (1) ges av
y(x) = yn(x) + yp(x) = (Az + B)e® + .+ 2
dir A, B ar godtyckliga konstanter.

Uppgift b): )
V(@)= Zy@) =z, >0

ar en linjir differentialekvation av forsta ordningen. Multiplicera bada led med den integrerande faktorn

e 2@ — 4=2 D3 har vi

d _ _ _ _ _
%(y:c 2):y’x 2 9y d =g 2(y'y>x 1

Integration av VL och HL m.a.p.  ger da
d 1
/— (l)dx:/fdac s L-omrt+o o y(x) = 2*Inz + Cx?, CeR.
dx \ 22 x x2

Begynnelsevillkoret y(1) = e ger villkoret

y)=In()+C=C=e¢ = yx)=2’lnz+ea?
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Uppgift ¢):

v'(@) —y@)nfy(@)] =0 & o =yhy <

ar en separabel differentialekvation. Vi har

1 d 1
ylny dx ylny

Integration av bada led ger

1 ')
/ /mzd v =iyl = [

—a:—i—C

|+ D =[f(y) =yl =In|[lny|+ D

& Inllhyl=z+EFE & |lnyl =" & Iny=Fe*, F#0

PN y:eFeI

Via inséttning i differentialekvationen syns dven att y(x) = 1, dvs. losningen med F = 0, dr en 16sning.
= ylx)=e"", FeR.

Svar: )
a) y(x) = (Az + B)e® + & + 2 b) y(z) = 2® Inz + e 2> c) y(x) = e’

5 Uppgift 5

Uppgift: Lat D vara omradet i xy-planet som begrinsas av graferna till f(x) = 22 och g(x) = x. Beriikna
volymen av den kropp som fas da D roteras kring y-axeln.

Lésning: Dy = Dy = R. For att avgora inom vilket intervall (i z) som graferna begrénsar ett omrade i
xy-planet soker vi skdrningspunkterna mellan graferna,

fx)=gx) & 2°=z & z(z-1)=0

Vi har tva skdrningspunkter, « € {0,1}. Arean begrinsas dirfor av graferna till f(z), g(z) samt av linjerna
x = 0 och x = 1. Bada funktionerna #r kontinuerliga och 0 < f(z) < g(z) da = € [0,1], sa volymen av
rotationsobjektet ges via metoden med cylindriska skal av

V =2n 1 z(g(x) — f(z))dx = 27 1 z(z — 2¥)dx = 27 1(932 —2%)dr =27 T
0 0 0

1 1 2r 7
7r(3 1 0) 126
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6 Uppgift 6

Vi studerar antalet bakterier i en bakteriekultur. Varje bakterie delar sig en gang per dag, och tio bakterier
om dagen dor pa grund av yttre paverkan. Bestdm ett uttryck for bakteriekulturens storlek i termer av
antalet bakterier som en funktion av tiden, genom att 16sa en lamplig differentialekvation. Antag att bak-
teriekulturen till att borja med bestod av 30 bakterier.

Losning: Lat y(t) beskriva antalet bakterier som en funktion av tiden (i dagar). Det aktuella begynnel-
sevirdesproblemet ges av

Vi har att

ar en linjir differentialekvation av férsta ordningen, vars integrerande faktor ges av e~!. Vi multiplicerar
differentialekvationen med den integrerande faktorn och far

4
dt

(ye™") =ye ' —ye " = —10e"

Integration av bada led ger
/% (ye_t) dt = —/10e_tdt & yel=10e"+C & yt)=10+Ce'
Begynnelsevillkoret ger dérefter att
y(0)=10+C=30 < C=20 = y(t)=20e"+10

Svar: Antalet bakterier som en funktion av tiden (i dagar) ges av y(t) = 20e’ + 10.
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