Lésningsforslag till tentamen i MVE/26/MVE425/MVEG640 Matematik del D 2024-08-23
1 Uppgift 1

Uppgift: Beriikna foljande integraler:

(a)/ﬁdw (b) /Oeln(erl)d:v (c)/(x_12—xda:

@+ 1)
Losning:

t=VE
1 1 - 1

a) /1+fdac: dt = 5% :2/%&:2/“; t dt_2/dt—2/ﬁdt=
* & 2tdt = da * * *

=2t 2|l +t|+C=[t=+x] =2V —2In(1+ x)+C

e o [(z+1)In(z +1

=[(z + 1) In( x—i—l)—x]o (e+1)ln(e+1)—e—1In(1) =
=(e+1In(e+1)—e

b) /1nx+1 P:[erllnerl)] /x—'_ld = )]gf/dx
0 0 0

For att 16sa ¢) gor vi en partialbraksuppdelning. Vi ansiitter en partialbraksuppdelning enligt

2x A +Bx+C
(x—1)(22+1) -1 22+1

Likhet mellan VL och HL kraver

20 = A(z® + 1)+ (Bx + C)(z — 1)
r=1: 2=24 & A=1
zr=0: 0=A-C & (C=A=1
z: 0=A+B & B=-A=-1

N

2z 1 —x+1
= _

(x—l)(m2—|—1)_a:—1+ z2 +1

2z 1 —x+1
St S Y —rT -
= /(x—l)(a:2—|—1) v /a:—ldx+/ du

2 +1

1 2x 1

=lnjz—-1| -

1
5 In(z? 4 1) + arctanz + C
Svar:

)/1+\[dm—2\/5—21n(1+\f)

b)/ln(x—i—l)dx:(e—i—l)ln(e—i—l)—e

0

)/Q—xd —lnfe — 1) — S In(e® + 1) + arctanz + C
C (m—l)(x2+1) X = 1 (T 2nx arctanx
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2 Uppgift 2

Uppgift: For den aritmetiska talféljden aq, ag, ... dr a; = 20 och as = 14. Bestim talfoljdens differens och

berakna
41
>
k=1

Losning: Talf6ljdens differens d &r
d:a27a1:14720:—6.

Vi har
ar =a1 + (k—1)d
n =141
" ~1)d "
Y an= n% =n (a1 + (”2)> =| d=-6 | =41(20—20-6) = —41-20-5 = —41-100 = —4 100
k=1 a; = 20
Svar: Talfoljdens differens dr d = —6 och summan &r —4 100.

3 Uppgift 3
Uppgift: Visa med hjélp av induktion att

k=2
for alla heltal n > 2.
Losning;:
(2 2% 2
: - ) == 5 > 9.
Utsaga ; (k - 1> - 2n for alla heltal n > 2
Bevis:

e Da n =2 giller att

VL = HL. Déarmed dr utsagan #r sann for n = 2.
e Antag att
i 2 2%k \_2
E k—1) m
k=2

for nagot tal m > 2. Da giller for n = m + 1 att

m—+1 m
2 2k 2 2k 2 2(m+1) 2 2 2(m+1)
Z_ = zZ_ - =2 _9 - =
Z(k; k:—1> kz2<k k—l)er—i—l m m erm—i—l m

k=2
2 2 2 —
:772m+77 (m+1): 2 ,2m+wz
m—+1 m m m—+1 m
2 2 2 2
27—2m——m:7—2m—2:7—2(m+1)
m—+1 m m—+1 m—+1

= Utsagan ar sann f6r n = m + 1.

Induktionsprincipen ger ddarmed att utsagan dr sann for alla heltal n > 2.
VSV.
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4 Uppgift 4

Uppgift: Los foljande differentialekvationer:

(x)e¥®) = 2z(1 4 e¥(®))
@ { 16

(b) 2y"(x) —8y'(z) + 8y(x) = 5cosx
(c) o'(z) + cos(x)y(x) = cos(z) sin(x)

Uppgift a):

ye! =2z(1+¢¥) & vy _ 2z
1+ey
ar en separabel differentialekvation. Vi har
eV dy e¥
= =2 ——dy = 2xd
1+ eYdx S 1—|—eyy war
Integration av bada led ger
[ovar= [ oot =t =en= [ U dy =i+ )+ D = ) = ) =+ 1) + D
14 ev 1+ f(y)
——

=z24+C
& I(l+e¥)=2>+FE < 1+e¢¥ =" TE = Fev
& d=F" -1 o y:ln(Fe'””2 -1)
Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger villkoret

y(0)=I(F-1)=0 & F-1=1 & F=2

Losning: Uppgift b):
2y (z) — 8y'(z) + 8y(x) = Hcosx (4.1)

ar en linjar differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karaktiristiska ekva-
tionen till differentialekvationen ges av

Pry=2r"—8r+8=0 & r?—dr=-4 & (r—-2°=-4+4=0 & r=2

och har en rot 712 = 2 av multiplicitet 2. Den allménna l6sningen till den homogena motsvarigheten till
(Em) ges dérfor av
yn(@) = (Az + B)e>

dér A, B ar godtyckliga konstanter.
Vi ansiitter en partikuldrlosning y,(x) till den inhomogena differentialekvationen (EZHI) baserat pa HL i
(D). Eftersom sagda hogerled bestar av 5 cos - anséitter vi:

yp(x) = Dcosz + Esinx
dar D, E &r konstanter. Vi har
y,(xr) = —Dsinz + Ecosz  y,(x) = —Dcosz — Esinz = —y,(x)
och inséttning av y, i ekvationen (ET) ger

—8(—Dsinx + Ecosz) + 6(Dcosx + Esinz) = 5cosx
& (8D+6E)sinz + (6D —8E)cosz = 5cosx

déar likhet for alla x kriver

8D +6E =0 E=-4D/3 E =-4/10
6D —8E =5 (6+32/3)D =5 D =3/10

3
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3cosx —4sinx

Den allménna lésningen till (B7T) ges av

3cosr —4sinx

y(@) = yn (@) + yp(2) = (Az + B)e + =

dér A, B ar godtyckliga konstanter.
Uppgift ¢):
y' + cos(x)y = cos(z) sin(x)

ar en linjir differentialekvation av forsta ordningen. Multiplicera bada led med den integrerande faktorn
esin® D3 har vi

4
dzx

sinx

(yes™*) = ¢/ + ycoswe ™ = 7 (y' + cos(z)y) = €*™* cos(z) sin(z)

Integration av VL och HL m.a.p. = ger da

d sin x _ sinz _: _ t=sinz _ t pI t t _
/%(ye )da?f/e sm(az)cos(z)da:[dtzcosxdm}/tedtte/edt

=(t—1)e'+C =[t =sinz] = (sinz — 1)e"™* + D

& ye* T = (sinz — 1)eS"* + C
& y(x) = sinz — 1 + Ce™ 502
Svar: . |
a) y(r) = In(2e” — 1) b) y(z) = yn(z) + yp(z) = (Az + B)e?®  Scosedsing,

¢) y(z) =sinz — 1 + Ce™ 507

5 Uppgift 5

Uppgift: Berikna arean av det omrade som begrinsas av graferna till f(z) = 2® — 22 och g(x) = 2.

Losning: Dy = Dy = R. For att avgora inom vilket intervall (i z) som graferna begrénsar ett omrade i
xy-planet soker vi skdrningspunkterna mellan graferna,

fx)=gx) & #*=2*-2r & z@*-2-2)=0 & z@x+Dx-2)=0
Vi har tre skidrningspunkter, x € {—1,0,2}. Arean begrinsas dirfor av graferna till f(z),g(z) samt av
linjerna © = —1 och z = 2. f(z) < g(z) da = € (0,2) och f(x) > g(x) d& = € (—1,0). Arean av omradet ges
av

2 0 2
A[um>gmwMqu>gWDM+!@m>f@»m

d.v.s. summan av tva delar. Vi har

4 3 4 3 12
2 2 9
3 gt 8 8
Ag:/(g(x)—f(x))dm:/(Jc2—x3—|—2x)dm: — -4 a? =(-—-44+4)-0=<
3 4 . \3 3
0 0
5 8 37
A=hith=5r3=0
37
A= —.
Svar 12
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6 Uppgift 6

En uppdiamd strom trycker mot sina vallar och borjar bryta igenom dem. Fordndringen i flodet genom
forddmningen #r en summa av tre bidrag: en konstant, en faktor 2te~? kubikmeter per sekundkvadrat, dir
t ar tiden i sekunder, och en term proportionell mot sjéilva flodet, med proportionalitetskonstanten —1. Vid
tiden noll finns inget flode genom forddmningen, och allt eftersom tiden gar stabiliseras vattenflodet mot
1 m3/s. Bestim en funktion som beskriver vattenflodet genom forddmningen genom att 16sa en limplig
differentialekvation.

Losning: Lat y(t) beskriva vattenflodet genom férdimningen (i m?/s) som en funktion av tiden (i sekunder).
Den aktuella differentialekvationen ges av

y'(t) =k+2te™t —y(t)
y(0)=0
Ay =1
dar k ar en konstant. Vi har att
v +y=k+2e !

ar en linjar differentialekvation av férsta ordningen. Multiplikation av bada led med den integrerande faktorn
t
e' ger

d
% (yet> — y/et +yet _ (y/+y)et — (k—l—?te_t)et _ ket 4+ 9.

Integration av bada led m.a.p. ¢ ger

/% (ye') dt = /(ket + 2t)dt
& yel=k!+2+C o yt)=k+{+0)e "
dér C &r en konstant. Villkoret
1= lim y(t) = lim k+#+Ce =k & k=1
bestdmmer konstanten k, och begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger
0=590)=14+0+C)"=14+C & C=-1
= Yt =1+ (-1

Svar: Vattenflsdet genom fordémningen, i m3/s och vid tiden ¢ sekunder, ges av y(t) = 1 + (t2 - 1) et
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