Lésningsforslag till tentamen i MVE/26/MVE425/MVEG640 Matematik del D 2024-05-29

1 Uppgift 1
Uppgift: Beriikna foljande integraler:

1
(a) / W_f%dx (b) / cos(x) sin(z)e™ @ dg (©) /0 2 arctan(z) da

Losning: For att 16sa a) gor vi en partialbraksuppdelning. Vi har

2z 2z

(@2=D(x+1) (z—-1)(z+1)2

Vi ansiitter en partialbraksuppdelning av detta:

2x A n B n C
(z—D(xz+1)2 z-1 =x+1 (z+1)2

Likhet mellan VL och HL kraver

20 = Az +1)> + Bz — 1)(z +1) + C(z — 1)
r=1: 2=44 & A=1/2
r=-1: —-2=-20 < (C=1
xr=0: 0=A-B-C & B=A-C=1/2-1=-1/2
2 /2 1/2 1

T G- D@r1)E o1 z4l@rie

2 1/ 1 1/ 1 1
e P _ = = d - _
- /(a?—l)(x—Fl)de 2/m—1dx 2/:c+1 m+/(x+1)2dx

1 1 1
= ~lnjz—1|— =1 |- ——+C
2n|30 | Qn\x—i— | $+1+

b) /cos(x) sin(x)ecosz(z) dx = { fiz::C()—S;(cgi))s(x) sin(z)dx } = —% /ez dz = —%ez + C = [z = cos?(z)]

— _%ecosz(x) +C

1 2 1 2 2 1 1 9
1 1 1 1
o [ swcntaris [ Zeon]| L [ 2o [Fa]| L [ L

0
2 1 1 1
1 1 1

= { arctan(z)] — 7/ dz + f/ 5

2 1 1 2 1 1
= {mz arctan(z) — g + 3 arctan(m)} . = [(37 ;— ) arctan(z) — ] .

1 1 1 1
= <arctan(1) - 2> - <2 arctan(0) — 0) = % -5 0= % ~3
Svar:
2 1 -1 1
x B x B e

r+1 rz—1

@D+ 2" ‘

1 X
b) /Cos(x) sin(az)ecosz(x) dx = —§€C052(l) +C
J

e
N |

zarctan(x) dz =
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2 Uppgift 2

Uppgift: For den geometriska talféljden aq, as, ... &r a; = —9 och as = 6. Avgoér om serien

00
D a
k=1

ar konvergent och bestdm i sa fall dess summa.

Losning: Elementen i en geometrisk talfolid ges av ap = a1¢*~' diir ¢ &r talféljdens kvot. Vi har a; = —9
och
% _6 _ 2
1= " 9" 3

Det gilller att serien dr konvergent eftersom |g| = 2/3 < 1. Da har vi att seriens summa ges av

o0

_ -1y_ @ _ =9 -9 _ 27
S“_kzzl(alq e Y By A A
N .27
Svar: Serien &r konvergent och summan &r -5

3 Uppgift 3
Uppgift: Visa med hjilp av induktion att

D> BE =9k +7) = (n—1)°
k=2

for alla heltal n > 2.

Losning:
n

Utsaga: Y (3k* — 9k +7) = (n— 1)° for alla heltal n > 2.
k=2
Bevis:

e Da n =2 giller att
2

VL=) 3k -9k+7)=12-18+7=1
k=2

HL = (n—1)3

VL = HL. Dérmed dr utsagan ér sann for n = 2.

e Antag att
> (3K =9k +7) = (m — 1)
k=2

for nagot heltal m > 2. Da géller for n = m + 1 att

%(31@2—9“7 )= (k> =9k +7)+[B(m+1)> = 9(m+1)+ 7] =
k=2 k=2
=(m—-13+[Bm+1)>=-9(m+1)+7 =
=(m—-1)(m*=2m+1)+[3m* - 3m+1] =

=m®—3m? +3m—1+[3m> - 3m+1] =

3

= Utsagan &r sann for n = m + 1.

Induktionsprincipen ger ddrmed att utsagan dr sann for alla heltal n > 2.
VSV.
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4 Uppgift 4
Uppgift: Los foljande differentialekvationer:

(a) 3y"(z) — 12y'(x) — 15y(z) = 9>

3y (u)y () = L)
“”{ y(1) =0

Losning: Uppgift a):
3y (x) — 12y (x) — 15y(x) = 9e** (4.1)

ar en linjéar differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karaktéristiska ekva-
tionen till differentialekvationen ges av

P(r)=3r"-12r—-15=0 < 71’ —4r=5 & (r—22?=5+4=9 & r=243

och har rétterna r; = —1 och ro = 5. Den allménna losningen till den homogena motsvarigheten till (2)
ges darfor av
yn(r) = Ae™" + Be®”

dir A, B ar godtyckliga konstanter.
Vi ansétter en partikuldrlosning y,(«) till den inhomogena differentialekvationen (B-0) baserat pa HL i
(E1). Eftersom sagda hogerled bestar av 9¢* ansétter vi:

yp(x) = De?®

dar D ar en konstant. Vi har
y,(x) =2De**  yi(x) =4De*

och insdttning av y, i ekvationen (ET) ger

, . , , . - 9 1
12De** — 24De** — 15De*" = 9e** &  —27De** =9¢** & D= =3
6237
= = ——,
Yp() 3
Den allménna l3sningen till (E71) ges av
5 621
y(x) = yn(x) + yp(r) = Ae™  + Be™® — 5
dér A, B ar godtyckliga konstanter.
Uppgift b):
1442 392 1
3 2,/ _ I
vy <1 +y3 Y=3
ar en separabel differentialekvation. Vi har
3y? d 1 3y 1
- Y dy = ~dx

L PEN —
1+y3der =z 1+y3y

Integration av bada led ger

2 l
/%dw Z/l?fy3dy=[f(y)=l+y3]=/J}((j))dy=ln|f(y)|+E=1n|1+y3|+E

=ln |z|+D
& W[+ =nz[+F & [1+8 =l —zef o 14¢P°=Cz & y=(Cz—1)3
Begynnelsevillkoret y(1) = 0 ger villkoret
0=y)=C-1)? & C-1=0 & C=1 = yl)= -1,

3
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Uppgift ¢):
= =sin(z), >0

ar en linjir differentialekvation av forsta ordningen. Multiplicera bada led med den integrerande faktorn
(@) = z. DA har vi J

e (yr)=y'r+y==x (y’ + %) = xsin(z)
Integration av VL och HL m.a.p. = ger da

/ % (yz)dr = /xsin(z)dw g cos(x) + /cos(x)daz = —zcos(z) + sin(z) + C

& yr = —x cos(z) + sin(z) + C

= y(m):—cos(:v)—i—w, x>0
Svar
a) y(z) = Ae™" + Be® — £ b) y(x) = (z — D13
c) y(z) = —cos(x) + — a:x + C, x>0

5 Uppgift 5

Uppgift: Lat f(z) = Va2 — 1 och lat D vara omradet i xy-planet som begrinsas av kurvorna y = f(z),
y=—f(x), z =1 och = 2. Beriikna volymen av den kropp som fas da D roteras kring y-axeln.

Losning: Dy = {z : « > 1}. Omradet D & symmetriskt kring z-axeln, sa rotationskroppens volym &r

dubbelt sa stor som volymen for den rotationskropp som skapas da det omrade D, som begrédnsas av kur-
vorna y = f(x), y =0, x = 1 och & = 2 roteras kring y-axeln:

V=2V,

Eftersom f(z) &r kontinuerlig pa [1,2], med f(z) > 0, kan volymen av V, beriknas via metoden med
cylindriska skal,

2 2 9 e
V+:27T/ :vf(x)dx:Zw/ xﬁdm:w/ 2xmd$:[2—x 1}
1 1 1 dz = 2zdzx
3 3/2 3
2
:77/ Zl/QdZZ?T[Z ] =7T(2\/§—O):2ﬂ'\/§
0 3 s

= V=2V, =4nV3
Svar: V = 4m/3.
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6 Uppgift 6

En vikt pa 1 kg hénger i en fjider och guppar upp och ned under inverkan av gravitationskraften och kraften

fran fjidern. Accelerationen av vikten &r da proportionell mot avvikelsen i strécka fran viktens jamviktslége,

sa att vikten accelereras uppat om den befinner sig nedanfor jamviktsldget, och nedat om den ér ovanfor.

Antag att vikten vid tiden noll befann sig i jimviktsliget och hade hastigheten 1 m/s nedat, och bestdm en

funktion som beskriver viktens position i termer av meter fran jimviktsliget med positiv riktning nedat.
Kom ihag att om s(t) anger ett objekts position, sa ér s”(t) dess acceleration.

Losning: Lat s(t) beskriva viktens position i meter fran jimviktsldget vid tiden ¢ sekunder, med positiv
riktning nedat. Da ges det aktuella begynnelsevirdesproblemet av

s'(t) = —ks(t), k>0
5(0)=0
§'(0)=1

diir k &r en positiv konstant och §'(¢) har enheten m/s. Vi har att
s"+ks=0

ar en homogen linjér differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karaktéaristiska
ekvationen ges av
P+k=0 < rP=—k, k>0 < r=+ivk

och har rotterna 9 = +ivk = 0+ ivk. Den allméinna losningen for s(t) &dr da
s(t) = Acos(tVk) + Bsin(tVk) = §'(t) = —VEAsin(tVk) + VEB cos(tVk)
dir A, B ar godtyckliga konstanter.

Begynnelsevillkoren s(0) = 0 och s'(0) =1 ger

= s(t)= % sin(tVk)

Svar: Viktens position, i meter riknat nedat fran dess jamviktslige och vid tiden ¢ sekunder, ges av

1
s(t) = T sin(tVk).
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