Lésningsforslag till tentamen i MVE/26/MVE425/MVEG640 Matematik del D 2024-05-13

1 Uppgift 1
Uppgift: Beriikna foljande integraler:

(a) / (22 + ) cos(—z) dx (b) / LET (©) /O R

z+ a3 z+ /3

Losning;:

2 S(—x) doe = 2%+ z) cos(z)dz Z (2 + x) sin(x) — x sin(x) dx

) [ ) cos(-a)do = [+ a)costa) do 2 (s 4 ) sinGe) — [ (20 4 Dsina)d
B (22 1 2)sin(x) + (22 + 1) cos(x) — / 2 cos(z)
= (2® + 2)sin(z) + (22 + 1) cos(z) — 2sin(z) + C

For att 16sa b) gor vi en partialbraksuppdelning. Vi har
/ 1+z / 14+ =z
r+a23 ) (22+ 1Dz

1+x _A$+B+€
(x24+ 1)z 22+1 =z

och ansitter partialbraksuppdelningen

Likhet mellan VL och HL kraver

l+z=(Az+ B)z+ C(z* + 1)

r=0: 1=C
22 0=A4C & A=-C=-1
z': 1=RB

1+ (—z+1) 1
= = + =
(2+ 1)z (22+1) =

1+ 1 —xr+1
= ————dzx= | —d d
/(x2+1)9c v x x+/m2+1 v
1 2@ — 2 1 2x 1
=1 —= | —=——dzx=1 —— | ——d —d
n|z| 2/$2+1 x = In|z| 2/x2+1 x+/x2+1 i

1
=lIn|z| — 3 In(z? + 1) + arctan(z) + C

3In5
2

8 : 2 9 2
1 x =23 z z
c) /om+x1/3dx_{dx:3z2dz}_3/o 23+Zd2—3/0 z2+1dz
3
2

Svar:

(2% + z) cos(—x) = (2 + x — 2)sin(z) + (22 + 1) cos(z) + C

14+
T+ a3

8
1 3Inb
dx =
C) /(; x+x1/3 x 2

24
——

1
dx =In|z| — 3 In(z? 4 1) + arctan(z) + C
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2 Uppgift 2

Uppgift: Hitta en geometrisk talféljd aq, as, ..

. sddan att Yo, ap = 27.

Losning: Elementen i en geometrisk talfoljd ges av ap, = a1¢” ! dér ¢ ér talfsljdens kvot. For att en geometrisk
serie > .-, ax ska vara konvergent krivs att —1 < ¢ < 1, och da ges dess summa av

l—q'

oo oo a

k—1 1
E ar = E a1q =
k=1 k=1

Den sokta serien ska alltsa ha a; och —1 < ¢ < 1 sadana att

ai

=27.
1—g¢q 7
T.ex. kan vi viillja ¢ = 1/3,
al al 3&1
= 27 = = =—- <«
1—-q 1-1/3 2
Svar: Den geometriska talfljden 18,6,2,... har > - ax = 27.
3 Uppgift 3
Uppgift: Visa med hjélp av induktion att
2 _ T,
= k?—3k+2 n—1

for alla heltal n > 3.

Losning:

- 1 T
Utsaga: kZ:B 2 3k 2 =1- — for alla heltal n > 3.

Bevis:

e Dan = 3 giller att

aq =18.

3 1 1 1
VL: = = -
§k2—3k+2 32-32+2 2
1 1 1
HL=(1- — =1—-===
( n1> s 22

VL = HL. Déarmed dr utsagan #r sann for n = 3.

e Antag att

3 P S i
k2 —-3k+2 m—1

k=3
for nagot heltal m > 3. Da géller fér n = m + 1 att

m-+1

1

1 - 1
Z 2 _ :Z 2 _ +
— k 3k+2 k:3k: 3k + 2
1

1

(m +1)2

—-3m+1)+2

=1—- —
m—1 mt1)?—3m+1) 12
1 1 1 1
m—1 m?2—-m m—1+m(m—1)
— 1 -1 1
m(m —1) m(m —1) m

= Utsagan &r sann for n = m + 1.

Induktionsprincipen ger ddrmed att utsagan dr sann foér alla heltal n > 3.

VSV.
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4 Uppgift 4
Uppgift: Los foljande differentialekvationer:

(a) ¥'(x) = tan[y(z)]
(b) y"(x) + 4y (z) + 3y(x) = 322

"(z) + 2zy(x) = 223
@ i

Losning: Uppgift a):

y =tan(y) < c?s(y) y =1
sin(y)
ar en separabel differentialekvation. Vi har
cos(dy _,  cosy) dy = dz
sin(y) dx sin(y)

Integration av bada led ger

tde= [ Yay = (1) =singl = [ L0y = |f(y) + £ = [/(y) = siny] = In | sin(y)| + E
Jrae=] N

siny Y)
=a+D
& Insiny|=z+F <& siny=Ce”
= y(z) =arcsin (Ce®), Ce” € [-1,1]
Uppgift b):

y" () + 4y (z) + 3y(x) = 32° (4.1)

ar en linjéar differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karaktéristiska ekva-
tionen till differentialekvationen ges av

Pry=r*+4r+3=0 & r+4r=-3 & (r+2??=-3+4=1 & r=-2+1

och har rotterna ry = —3 och 7o = —1. Den allménna losningen till den homogena motsvarigheten till (2Z1)
ges darfor av
yn(z) = Ae™3® + Be™

dir A, B ar godtyckliga konstanter.
Vi ansétter en partikulérlosning y,(x) till den inhomogena differentialekvationen (E) baserat pa HL i
(ED). Eftersom sagda hogerled bestar av 3z2 ansiitter vi:

yp(2) = Dx* + Ex + F
dar D, E och F ar konstanter. Vi har
y,(x) =2Dx + E y,(r) = 2D
och inséttning av y, i ekvationen (E) ger
2D + 4(2Dz + E) + 3(D2* + Ex + F) = 32
Likhet for alla x kréver

v?: 3=3D & D=1

2t . 0=8D+3F & 3FE=-8D=-8 < D=-8/3

2. 0=2D+4+4E+3F <& 3F=-2D-4F=-2+32/3=26/3 < F =26/9
8x 26

2 —_— — —
3 79

Den allménna 1sningen till (E) ges av foljande (dir A, B dr godtyckliga konstanter)

= yp(z) =2

s 2%

y(z) = yn(x) + yp(z) = Ae™* + Be™ + 2 55

3
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Uppgift ¢):
o (2) + 2ey(x) = 22°

ar en linjér differentialekvation av férsta ordningen. Multiplicera bada led med den integrerande faktorn s’
Da galler

d
. (yezz> =ye” +2aye® = e (v + 2zy) = 23e”
x

Integration av VL och HL m.a.p.  ger da
d . : =22
/df (ye"LZ)) dx = /2:636”“2(1:5 = [ dzZ* dem } = /zezdz Y oe - /ez =zef —e* 4+ C
- =
=(z—1)e* +C = [z = 27] :(302—1)6””24—0

= ye® = (z? — l)ef’j2 +D = y(x) = (2% — 1) + De™™
Begynnelsevillkoret y(0) = 1 ger dérefter att

1=y(0)=—-14+D & D=2 = y)=@>—1)+2"

Svar:
a) y(x) = arcsin (Ce”). . b) y(z) = Ae™3* + Be™® + 2% — 8 + 2
0) yl(z) = (22 — 1) + 27

5 Uppgift 5

Uppgift: Lat D vara omradet i xy-planet som begriinsas av graferna till f(z) = —2? + 2 och g(x) = 2%
Beréikna volymen av den kropp som fas da D roteras kring xz-axeln.

Losning: Dy = Dy, = R. For att avgora inom vilket intervall (i z) som graferna begrénsar ett omrade i
xy-planet soker vi skdrningspunkterna mellan graferna,

flx)=g(x) & -2*+2=2° & 22°=2 & 2°=1 & zx1p=+1

Vi har tva skidrningspunkter, € {—1,1}. Omradet D begrinsas dirfor av graferna till f(z), g(z) samt av
linjerna z = —1 och x = 1. Eftersom f(z) > g(z) da « € (—1,1) ges volymen av den kropp som fas da D
roteras kring z-axeln via metoden med cirkelskivor av

1 1 1

(9(x))*dx = WLI($4 — 42 +4 — aY)dx

V:vf—vg:w/

-1

(a)pde—= [

1 3 1
4 4 1
= [jimn integrand] = 271'/ (—42? + 4)dx = 27 {; + 44 =27 <3 + 4) -0= % .
0 0

Svar: V = wT".
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6 Uppgift 6

En roéd ballong har blivit punkterad, och méingden luft som pyser ut per sekund &r proportionell mot skill-
naden i lufttryck inne i och utanfér ballongen. Under ett antagande om att trycket &r proportionellt mot
volymen luft i ballongen, och inte beror av nagon annan variabel, samt att trycket i ballongen vid tiden noll
var 106 kPa, bestdm en funktion som beskriver lufttrycket i ballongen genom att 16sa en lamplig differen-
tialekvation. Vad héander med lufttrycket i ballongen nér tiden gar mot o#éndligheten?

Losning: Lat y(¢) beskriva lufttrycket i ballongen som en funktion av tiden (i sekunder). Om volymen luft i
ballongen ges av V(t) géller

V'(t) = —ki(y(t) — po), y(t) = kaV (1), k1, ko, po positiva konstanter
och den aktuella differentialekvationen ges av
y'(t) = —ky(t) +q,
dar k och ¢ &r konstanter. Vi kan observera att k = k1ko > 0 och ¢ = kop, > 0. Vi har att
Y +ky=gq
aiten linjdr differentialekvation av férsta ordningen. Multiplikation av bada led med den integrerande faktorn
e ger

i (yekt) =ye

dt
d kt Kt
/dt (ye )dt: /qe dt

& yelt = %ekt +C < yt)= % + Ce

kt kt

+ kyert = qe

Integration av bada led m.a.p. ¢ ger

Begynnelsevillkoret y(0) = 106 ger

y0)=L+ce=210c=106 & C=106-1

k k k
_ 4 ( q) —kt
t) ==~ 106 — =
= y(t) i + (106 )€
Vi har aven att q
i l0) =

dvs da t — oo gar lufftycket i ballongen mot ett konstant virde, som rimligtvis borde vara samma som
lufttrycket utanfér ballongen, dvs p, i 16sningen ovan.

= y(t) = po + (106 — p,)e

Svar: Lufttrycket i ballongen, i kPa och vid tiden ¢ sekunder, ges av y(t) = p, + (106 — p,)e~** dir k,p, ar
positiva konstanter, och p, rimligtvis &r lufttrycket utanfér ballongen.
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