Lésningsforslag till tentamen i MVE/26/MVE425/MVEG640 Matematik del D 2023-08-18

1 Uppgift 1
Uppgift: Beriikna foljande integraler:

(a) /2 RSN (b) / Sm\%f) do (©) / #de

Losning:
1 1 1 1
a) /xQegm dz & 53726296 — /xemc dz & 51;262”” — ixeh + 3 /621 dr =
L 5 9 L Ly 2 e
=37 e’”—gxex—l—ie’”—i—C:(?x —21;—1—1)74—0
4 4
1 - 1 )
= / z?e* dr =~ [(22° — 22+ 1)62"L];1 = — (25€® — 5e) = ¢ (5¢* —1)
. 4 4 4
: 2=V
sin(y/z) ds — Ao .
b) NG de = | dz2=35 7 =2 [ sin(z)dz = —2cos(z) + C = [z = Vx] = —2cos(v/z) + C
. & 2dz = %

For att 1osa c) gor vi en partialbraksuppdelning. Vi har

4 4

l—z—224+23 (z4+1)(xz—1)2

Vi ansiitter en partialbraksuppdelning av detta:

4 A B C

Cr)@—12 241 @-D0  @-12

Likhet mellan VL och HL kraver
4=Alx—-1)2+Blxz—-1)(z+1)+Cx+1)
r=1: 4=2C & (C=2
r=—-1: 4=44 & A=1
r=0: 4=A-B+C & B=A+C-4=3-4=-1

N 1 RN SR
(z+1)(z-1)2 z+1 z-1 (z-1)2

4 1 1 2
= de= ——da— [ ——4d =
~ /(m+1)(m—1)2 S /x—l “/<x_1)2 v

2
=hlz+1]-Injz-1|—-——+C
z—1
Svar:
4 4
a) / xQedex:z(E)e‘l—l)
2 4
b) sm(\/\i/f) dr = —2cos(v/z) + C
4 z+1 2
.t gz =1 s
C’/<m+1><x—1>2 S P ‘*1— e
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2 Uppgift 2

Uppgift: Hitta en geometrisk talfoljd aq, as, . .. sadan att Z;il ar, = 10.

Losning: Elementen i en geometrisk talfoljd ges av ap, = a1¢” ! dér ¢ ér talfsljdens kvot. For att en geometrisk
serie > .-, ax ska vara konvergent krivs att —1 < ¢ < 1, och da ges dess summa av

o o
Zak = quk_l -
k=1 k=1 1=q

Den sokta serien ska alltsa ha aq och —1 < g < 1 sadana att

a1
1—g¢

=10.

T.ex. kan vi viilja ¢ = 1/2,
ai ai

T1-¢q 1-1/2°
Svar: Den geometriska talfljden 5,5/2,... har > -, a; = 10.

=10 2a1q Sap=95H. (21)

3 Uppgift 3

Uppgift: Visa med hjélp av induktion att

for alla heltal n > 2.

Losning:

n
1 1
Utsaga: kzﬁ m == 1 for alla heltal n > 2.

Bevis:

e Dan = 2 giller att

2
1
VL:kZ:Qk(1_k):2(1_2):_§

()

VL = HL. Dérmed dr utsagan ér sann for n = 2.

e Antag att

u 1
ey
Sk —k)m

for nagot heltal m > 2. Da géller for n = m + 1 att

m—+1 1 m 1 1
DR D -
= k(—k) = k1-k) (m+1)(1-m-1)
1 1 1 1 m+1-1
P el
m mm+1) m m(m+1) m(m+1)
m 1

= 1= — —
m(m + 1) m+1
= Utsagan ar sann for n = m + 1.

Induktionsprincipen ger ddrmed att utsagan dr sann for alla heltal n > 2.
VSV.
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4 Uppgift 4
Uppgift: Los foljande differentialekvationer:

(a) 2y"(z)+ 4y (x) — 6y(z) = 6>
b) { y'(x) = [1+ (y(z))?]e”

y(0) =0
) y@) _ 3z
© y@+===13 >0
Losning: Uppgift a):
24/"(2) + 4y () — By(z) = 6™ (4.1)

ar en linjéar differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karaktéristiska ekva-
tionen till differentialekvationen ges av

Pr)=2r"4+4r-6=0 < r*4+2r=3 & (r+1)?’=3+1=4 & r=-142

och har rétterna 7 = 1 och 79 = —3. Den allménna lésningen till den homogena motsvarigheten till (E-1)
ges darfor av
yn(r) = Ae” + Be "

dér A, B ar godtyckliga konstanter.
Vi ansétter en partikuldrlosning y,(x) till den inhomogena differentialekvationen (BZHI) baserat pa HL i
(ED). Eftersom sagda hogerled bestar av 6e3* ansétter vi:

yp(x) = De?®

dar D &r en konstant. Vi har
yp(x) = 3De’” Yy (x) = 9De**

och inséttning av y, i ekvationen (ET) ger

. . . 6 1
18De*" + 12De** — 6De = 6e* < 24De* =6e** & D= 511
eSx
= = .
Yp() 4
Den allminna 16sningen till (E1) ges av
3 eBac
y(@) = yn(@) + yp(v) = Ae” + Be™ + —
dir A, B ar godtyckliga konstanter.
Uppgift b):
/
!/ 2\ T Yy _ T
y=04y*)e" < 1+y2_€
ar en separabel differentialekvation. Vi har
1 dy 1
— =" & ——dy=¢e'd
1+ y2dx ¢ 1+y2y e
Integration av bada led ger
1
/m dy = /e‘”dx =e"+D & arctan(y)=e"+C <&  y(zr)=tan(e” +C)
)
=arctan(y)+E

Begynnelsevillkoret y(0) = 0 tillsammans med arctan(y) = e* + C € (—m/2,7/2) ger villkoret
y(0) =tan(e" +O) =tan(1+C)=0 < 1+C=0 & C=-1
= y(z) =tan(e” — 1).

3
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Uppgift ¢): ;
r Y xz
Y +x_71+o:3’ z >0

ar en linjir differentialekvation av forsta ordningen. Multiplicera bada led med den integrerande faktorn

en@) = . D4 har vi
d ! /
@(ym)zyﬂwy:x(y +

Integration av VL och HL m.a.p. = ger da

g)_ 32
x/) 1+

d 322 "(z
/%(yx)dx:/mdx: [f(z) =1+2°] Z/J;((I))dlenﬁ(x)+D=ln|1—|—x3+D

& yr=In|1+2°|+C

In(1+2%)+C

~ y(x) = — x>0
Svar: .
a) y(r) = Ae® + Be 3% + % b) y(z) = tan(e* — 1).
In(1 + 23
¢) y(x)zw7 >0

5 Uppgift 5

Uppgift: Lat D vara omradet i xy-planet som begrinsas av graferna till f(x) = \/z och g(z) = 2°. Beriikna
volymen av den kropp som fas da D roteras kring x-axeln.

Losning: Dy = {z : * > 0} och Dy, = R. For att avgéra inom vilket intervall (i z) som graferna begrénsar
ett omrade 1 xy-planet sdker vi skdrningspunkterna mellan graferna,

= e vE=r B emw o (570 o

xr=0
r=1

Vi har tva skédrningspunkter, z € {0,1}. Omradet D begrinsas dirfor av graferna till f(z), g(z) samt av
linjerna « = 0 och z = 1. Eftersom f(z) > g(x) da x € (0, 1) ges volymen av den kropp som fas da D roteras
kring x-axeln via metoden med cirkelskivor av

V=V,-V,= W/Ol(f(l'))de —W/Ol(g(x))2dac = w/ol(x—x4)dx =7 {2 —¥

11 37
=r|l;—2)-0=—.
<2 5) 10

. _ 3w
Svar: A = 0
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6 Uppgift 6

I ett kallt rum star ett hett element som varmer upp rummet sé att temperaturen i rummet skulle ha stigit
med 1 °C per timme, om det inte var fér att nagon hade limnat en dorr pa glént. Den 6ppna dorren slédpper ut
viarme sa att den orsakar en temperatursinkning i rummet som dr proportionell mot temperaturen i rummet
(i °C). Fran bérjan &r temperaturen i rummet 16 °C, och allt eftersom tiden gar stabiliseras temperaturen
mot 10 °C. Bestdm en funktion som beskriver temperaturen i rummet genom att 16sa en lamplig differen-
tialekvation.

Losning: Lat y(t) beskriva temperaturen i rummet (i °C) som en funktion av tiden (i timmar). Den ak-
tuella differentialekvationen ges av

{ y'(t) =—ky(t)+1, k>0
y(0) = 16

dar k ar en konstant. Vi har att
Y +ky=1

ar en linjar differentialekvation av férsta ordningen. Multiplikation av bada led med den integrerande faktorn

eFt ger
d
(yekt) et 4 ket — 16Rt = okt

dt
/% (yekt) dt = /ektdt
1

Integration av bada led m.a.p. ¢ ger

Vi har dven att
k>0 1

A 10
= y(t) =10+ 6e"t/10

10 = lim y(?)

Svar: Temperaturen i rummet, i °C och vid tiden ¢ timmar, ges av y(t) = 10 + 6e~*/10,
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