Lésningsfirslag till tentamen i MVE/26/MVE{25/MVEG640 Matematik del D 2023-05-81

1 Uppgift 1
Uppgift: Beriikna foljande integraler:

(a) /xcos(xz)dx (b) /xln(\/E) dx (c) /m%dx

1 1
a) /a:cos(xQ) dr = | dz =2zxdx =3 /cos(z) dz = =sin(z) + C = [z = 2%] = = sin(2?) + C
& %Z = xdr

1 1 x? 1 [ 51 2
b) /mln(ﬁ)dwz §/xln(x)dac = Zln(m)—z/ac ;dx: —ln(:r:)—f/xdx—
x? x?

For att 16sa c) gor vi en partialbraksuppdelning. Vi har

2 2
w34+ 2x x(x?+2)

Vi ansiitter en partialbraksuppdelning av detta:

Likhet mellan VL och HL kraver

2= A(z*+2) + B2®> + Cx
¥ 2=24 & A=1
g 0=C & C=0
a?: 0=A+B & B=-A=-1
- 21 =
x(x24+2) x 2242
= / 2 de = fdx—/dezlnm—lln\x2+2|—|—0
x(z2? 4 2) x x2+2 2

Svar:

/
b) /xln(\/gz)dx _ %2111(3;) - %2 e
/

1
———drx=In|z| - ~In|z? +2|+C
T 2
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2 Uppgift 2

Uppgift: For den geometriska talféljden aq, asg, ... &r a; = 5 och as = 4. Avgor om serien

[es)
D a
k=1

ar konvergent och bestdm i sa fall dess summa.

Losning: Elementen i en geometrisk talfoljd ges av ay = a1¢*~' dér ¢ ér talfoljdens kvot. Vi har a; = 5 och

az 4

aq 5.

Det géller att serien &r konvergent eftersom |g| = 4/5 < 1. Da har vi att seriens summa ges av

= b1 a 5 25
0o = = = = = 25, 2.1
s ;(alq ) =g 1-4/5 5-4 (2.1)

Svar: Serien dr konvergent och summan &r 25.

3 Uppgift 3
Uppgift: Visa med hjilp av induktion att

n

> (k=1)Bk—2)=n’(n—1)

k=1

for alla heltal n > 1.

Losning;:

Utsaga: E (k —1)(3k — 2) = n*(n — 1) for alla heltal n > 1.
k=1
Bevis:

e Dan =1 giller att
1

VL=) (k-1)3k—2)=(1-1)(3-2)=0
k=1

HL =n*(n—1) =1?1-1)=0

n=1

VL = HL. Dérmed dr utsagan &r sann for n = 1.

e Antag att

m

> (k=1)Bk—2) =m*(m—1)

k=1

for nagot heltal m > 1. Da géller for n = m + 1 att

m—+1 m
S (k=1)Bk—-2)=> (k—1)(3k—2)+mBm+3-2) =
k=1 k=1

=m*(m—1)+mBm+3—-2)=m(m?* —m) +mBm+1) =
=m(m?+2m+1)=m(m+1)* = (m+1)*m
= Utsagan ar sann fér n = m + 1.

Induktionsprincipen ger dirmed att utsagan dr sann for alla heltal n > 1.

VSV.
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4 Uppgift 4
Uppgift: Los foljande differentialekvationer:

o Y@+ 2my(a) = e
@ {

(b) 3"() +dy(e) =a® +1
(c¢) tan[y(z)]y (x) = %, forx > 1

Losning;:
Uppgift a):

Y (@) + 2zy(x) = e

ar en linjér differentialekvation av férsta ordningen. Multiplicera bada led med den integrerande faktorn e®”.

Da har vi
2 2

d
. (yeﬁ) = y’e’”2 + nyemz =¥ e =1
x

Integration av VL och HL m.a.p.  ger da
d 2
/a(yex )da:z/dx

& yeg"z:m—i—C

& yla)=(@+0)e ™
Begynnelsevillkoret y(1) = e~1 ger villkoret
y(1)=(1+C)et=e! & 1+C=1 & C=0

= y(x)=ze

Uppgift b):
y"(x) +4y(x) = 2 +1 (4.1)

ar en linjar differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karaktaristiska ekva-
tionen till differentialekvationen ges av

Pir)=r?+4=0 & r*=-4 & r=42

och har rétterna ry = 2i och r9 = —2i. Den allméinna 16sningen till den homogena motsvarigheten till (E=1)
ges darfor av
yn(x) = Acos(2x) + Bsin(2z)

déar A, B ar godtyckliga konstanter.

Vi ansétter en partikuldrlosning y,(x) till den inhomogena differentialekvationen (E-0) baserat pa HL i
(D). Eftersom sagda hogerled bestar av ett polynom av grad 2 samtidigt som den légsta derivatan av y i
VL ér y(© ansitter vi ett allméint polynom av grad 2:

yp(z) = D2x* + Ex + F
dér D, E och F' ar konstanter. Vi har
y,(z) =2Dx+E  y)(x)=2D
och inséttning av y, i ekvationen (ET) ger
2D +4(Da* + Ex + F)=2>4+1 <& 4Dz +4Ex+ (A4F +2D) =2 +1
Likhet for alla = kréaver

z?: 4D =1 & D=1/4
. 4B =0 & E=0
2. 4F+2D=1 & 4F=1-2D=1/2 & F=1/8
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372

= Yp(r)=—+

| =

Den allménna lésningen till (B7T) ges av

{E2
y(x) = yn(x) + yp(x) = Acos(2z) + Bsin(2x) + T+ é

dér A, B ar godtyckliga konstanter.
Uppgift c):
1
tan[y(z)]y' (z) = -, forz > 1
x
ar en separabel differentialekvation. Vi har

dy 1 1
tan(y)£ =- @ tan(y)dy = Ed:}:

Integration av bada led ger

/tan(y)dy = / %dm =In(z)+D, (z>1)

dér
_ [sin(y) [ fly) = cos(y) } [, _
Jrmtnan= [ Sisan=| A2y | == [ ar= iz -
= —1In|cos(y)|+ E
= —lInj|cos(y)] =In(z)+ A
|ch(y)| =ze? & |cos(y)| = %e*A = cos(y) :%7 0<C<1,forx>1
éy(x)arccos(i) ,0<C<1l,z>1
Svar: ,
a) y(z) = ze= v b) y(z) = Acos(2z) + Bsin(2z) + % + é

c)y(x):arccos(c> ,0<C<1l,z>1
x
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5 Uppgift 5

Uppgift: Berikna arean av det omrade som begrinsas av graferna till f(z) = #2422 och g(z) = 2® + 22 —22.

Losning: Dy = D, = R. For att avgora inom vilket intervall (i z) som graferna begrénsar ett omrade i
xy-planet soker vi skirningspunkterna mellan graferna,
z=0

fx)=gx) & z@@+2)=z@E*+2-2) < {x+2:x2—|—x—2

N z=0 N z=0
2?2 =4 r =42
Vi har tre skiirningspunkter, 2 € {0, £2}. Arean begrinsas dirfor av graferna till f(z), g(z) samt av linjerna
x=-2ochz=2 f(x)>g(x)dadze(0,2)och f(z) < g(x) da = € (—2,0). Arean av omradet ges av

44=/Uhﬂ—ﬂ@Mw=/U@0—ﬂ@Mw+/@®%—ﬂ@Mw

Vi kan anviinda att vi har en jimn funktion h(z) = |f(z) — g(z)| = |4z — 23|, eftersom h(—z) = h(z):

2

2 2 2
412
A/|f(1:)g(z)|dm/4xz3|do:2/|4zx3|dx2/(4:E:L’3)d1'2{2m2Z} =
0
Z2 0 0

-2

16
—2<8—4)—0—8

Svar: A = 8.

6 Uppgift 6

En 16sning med natriumklorid innehaller till en bérjan 10 gram natriumklorid per liter 16sning. Tio procent
av natriumkloriden i 16sningen forsvinner fran 16sningen varje sekund via diffusion genom ett membran.
Samtidigt tillséitts i varje 6gonblick natriumklorid till 16sningen i en miingd som motsvarar e~! gram natri-
umklorid per liter och per sekund, dér ¢ &ar tiden som har gatt riknat i sekunder. Antag att natriumkloriden
omedelbart fordelar sig jamnt i I6sningen, som &r under omrérning. Still upp en differentialekvation som
beskriver koncentrationen av natriumklorid i 16sningen, och anvénd begynnelsevillkoret for att bestdamma
ett uttryck for koncentrationen som en funktion av tiden.

Losning: Lat y(t) beskriva koncentrationen av natriumklorid i 16sningen (gram per liter 16sning vid tiden ¢
sekunder). Den aktuella differentialekvationen ges av

7= +e
y(0) = 10

Vi har att
I
10

ar en linjar differentialekvation av forsta ordningen. Multiplikation av bada led med den integrerande faktorn
el/10 gy

d 1
= (yet/lo) — o et/10 4 1T)yet/m _ o tt/10 _ J(1/10-1)t _ ,~0t/10

Integration av bada led m.a.p. ¢ ger
d
/ 4 (yet/lo) dt /e_gt/10dt

1 1
o yet/0 = 75067%/10 LC e yt) = 75064 4 Cet/10

Begynnelsevillkoret y(0) = 10 ger

10 0 10 10 100
= __ = =10 <« =104+ — = —
y(0) 5 € +Ce 9+C' 0 C 0+9 9
Svar: Koncentrationen av natriumklorid i gram per liter 16sning vid tiden ¢ sekunder ges av

y(t) = %(106’”10 —et).
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