Lésningsfirslag till tentamen i MVE/26/MVE425/MVEG6/0 Matematik del D 2023-05-15

1 Uppgift 1
Uppgift: Beriikna foljande integraler:

(a)/xQCos(x)dx (b) /e |ln(x)|dx (c)/ v dx

T 2 —4
1/e

Losning:

a) /x2 cos(z) dx B2 sin(z) — /293 sin(z)dz B2 sin(z) + 2z cos(x) — /2 cos(z)dx

= 2?sin(z) + 2z cos(x) — 2sin(z) + C = (2 — 2) sin(z) + 2z cos(z) + C

z = In(x)

€ 1
1 =1 .
b) | In(x)] dr — dz = +dx — | |2ldz = jamn funktion | _
T r=e=>z=1In(e)=1 | — 2| = |2
1/e r=1/e=z=In(e"!)=-1 -1

1 1 911 1
_2/|zdz_2/zdz_2r] _2<0>_1
2 |, 2
0 0

For att 16sa c) gor vi en partialbraksuppdelning. Vi har

x? 22 —4+4 4 4
A R b —
x?—4 x?—4 x?—4 (x —2)(z+2)

Vi anséitter en partialbraksuppdelning av den sista termen:

4 A B A@@+2)+Ba-2)
@-2@+2) 7-2 212  (@-2@+2)

Likhet mellan VL och HL kraver

4=A(z+2)+ B(x —2)
r=2: 4=4A+0 = A=1
r=-2: 4=0—-4B = B=-1

N 4 1
(r—2)(z+2) -2 x+2

2 1 1
= / * dm:/dac—i—/ dx—/ de=x+ln|z -2 —Inlz+2|+C
2?2 —4 x—2 x4+ 2

Svar:

a) /x2 cos(x) dx = (2 — 2) sin(x) + 2z cos(z) + C
b) / @ de =1
1/e
2 x

x -2
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2 Uppgift 2

Uppgift: For den aritmetiska talféljden aq, ag, ... &r a3 = 4 och as = 12. Bestdm talféljdens differens och

berakna
50
>
k=1

Losning: Talf6ljdens differens d &r
d:ag—al =12—-4=28.

Vi har
ar =a1 + (k—1)d
0 — 50
n —1)d n
Zak_nal;ra—n(al+(n2)> — | d=8 | =50(4+49-4) = 50% -4 = 100> = 10000
1 ar =4

Svar: Talféljdens differens dr d = 8 och summan &r 10 000.

3 Uppgift 3
Uppgift: Visa med hjélp av induktion att

z”: 3k —k—1)=(n+1)*(n—1)
k=0

for alla heltal n > 0.
Losning;:

Utsaga: Z(?)kz —k—1)=(n+1)*(n —1) for alla heltal n > 0.
k=0
Bevis:

e Da n =0 giller att
0

VL=> (k> —k-1)=0@k -k-1) =-1 (3.1)
k=0 k=0
HL = (n+1)?*n-1) =0+1%*0—-1)=—1 (3.2)
n=0
VL = HL. Déarmed dr utsagan #r sann for n = 0.
e Antag att
> BE—k—1)=(m+1)*(m—1) (3.3)
k=0
for nagot heltal m > 0. Da géller for n = m + 1 att
m+1 m
> Bk —k =Y Bk —k—1)+3m+1)?=(m+1)—1=
k=0 —0

m+1)2(m—1)+3(m+1)%—(m+1)—1=
F120m+2) — (m+2) = (m? 4 2m +1)(m +2) — (m +2) =
m +2m)(m—|—2) =m(m+2)(m+2) = (m+2)*m (3.4)

/\/\/\R‘

= Utsagan ar sann fér n = m + 1.

Induktionsprincipen ger ddrmed att utsagan &r sann for alla heltal n > 0.
VSV.
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4 Uppgift 4

Uppgift: Los foljande differentialekvationer:
(a) ¥/ (z) — sin(x)y(x) = sin(x) cos(x)
(b) ¥ (x) =" Vylx)

y'(z) + 2y (x) — 8y(z) = 32x
@{ y(0)=-1,4/(0) =0
Losning;:
Uppgift a):

y'(z) — sin(x)y(x) = sin(z) cos(x)

ar en linjir differentialekvation av forsta ordningen. Multiplicera bada led med den integrerande faktorn
e<(#) D4 har vi

di (ecos(m)y> = eCos(CD) [y'(z) — SlIl(fE)y(x)] = sin(x) COS(Q:)@COS(QE)
X

Integration av VL och HL m.a.p. = ger da

d
/% (ecos(x)y> dr = /sin(x) cos(z)ecoqm) d

cos(x), _ : cos(z) _ z = COS(.’L‘) _ _ z _
& e y=D+ /Sln(x) cos(z)e dx [ dz — —sin(z)da D ze*dz

};ID—zez—l—/ezdz:—zez+ez+C’=eZ(l—z)+C’= [z = cos(z)] =
= °%@)(1 — cos(z)) + C
= y(z) =1 — cos(x) + Ce™ @)
Uppgift b):
Y@ =eVym & Loe
ar en separabel differentialekvation. Vi har
1 dy 1
vide = © T

Integration av bada led ger

o . _(e"+0)’
/\/@dy—/ dr & 2/y=e"+C,C>0 <& y(x)_?,czo
Uppgift c):
{ y'(z) +2y'(2) — 8y(x) = 32 (4.1)
y(0)=-1,4'(0)=0 '

ar en linjér differentialekvation av andra ordningen med konstanta koefficienter. Den karaktéristiska ekva-
tionen till differentialekvationen ges av

P(r)=r>42r—-8=0

& (r+1>=8+1=9
& r=-1£vV9=-1+3
och har rétterna r; = 2 och ro = —4. Den allménna losningen till den homogena motsvarigheten till (2)

ges darfor av
yn(z) = Ae®® 4 Be™*®

dir A, B ar godtyckliga konstanter.

Vi ansiitter en partikuldrlosning y,(x) till den inhomogena differentialekvationen (B7Hl) baserat pa HL i
(&1). Eftersom sagda hogerled bestar av ett polynom av grad 1 och vart VL innehaller 3(©) ansitter vi ett
allmént polynom av grad 1:

Yp(¥) =Dz + E

3
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dar D och FE ar konstanter. Vi har
Yp(x) =D  y, (x)=0

och insdttning av y, i ekvationen (ET) ger
9D —8(Dz+ E) =32z < —8Dz+ (2D —8E) = 32z
Likhet for alla x kréver
—8D = 32 D=-32/8=-4
2D —-8FE =0 E=D/4=-1
= ypla)=—4z—1.
Den allménna lsningen till (E71) ges av

y(z) = yn(x) + yp(x) = Ae*™ + Be™* — 4z — 1

med
Y (z) = 24e** —4Be™** — 4.

Begynnelsevillkoren y(0) = —1 och y'(0) = 0 ger villkoren

yO)=A+B-1=-1 A=-B
y'(0) =24 4B —4=0 6A=4 < A=2/3

= y) =2 (e ) a1

Svar

a) y(x) = 1 — cos(x) + Ce™ <)
x 2

b) y(z) = & ZC) LC>0.

5 Uppgift 5

Uppgift: Lat D vara omradet i zy-planet som begrinsas av grafen till 1/(1 + 2?) samt z = 1, = 3 och
y = 0. Beréikna volymen av den kropp som fas da D roteras kring y-axeln.

Losning:
Volymen for en rotationskropp som genereras av att omradet D roteras kring y-axeln kan beriknas via
metoden med cylindriska skal, eftersom D begrinsas av en kontinuerlig funktion f(z) = Tlﬂ > 0, z-axeln

och ett intervall [a,b] pa z-axeln dir 0 < a < b. Volymen ges da av

27r1/3mf(x)da: - 27r/31fx2dx - [ g(g“””,)(;) i;f ] - nl/sgg/((j)) do = ﬂ[ln|g(l‘)|ﬁ =

1

Vv

7 [in(1+ w}j’ — #[In(10) — In(2)] = 7 In(5).

Svar: V = 7 ln(5).
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6 Uppgift 6

En fallskdrmshoppare som hoppar fran ett litet flygplan accelereras med 9.82 meter per sekundkvadrat mot
marken pa grund av gravitationen. Luftmotstandet ger en acceleration i motsatt riktning, som &r propor-
tionell mot fallskdrmshopparens hastighet. Antag att fallskdrmshopparen faller rakt ned och har hastigheten
2 meter per sekund vid tiden noll. Bestdm en funktion som beskriver fallskdrmshopparens hastighet genom
att 16sa en lamplig differentialekvation.

Kom ihag att om v(t) anger ett objekts hastighet sa dr v'(t) dess acceleration.

Losning: Den aktuella differentialekvationen ges av

dédr v(t) ar fallskdirmshopparens hastighet i riktning mot marken, g = 9.82 och k &r en konstant. Vi har
v =g—kv
& Vtkv=g
Multiplikation av bada led med den integrerande faktorn e ger

d
= (eFt0) = et/ + eFthy = geht

och integration av bada led m.a.p. t ger

/% (ektv) dt = /gektdt

& ety = et 4 ¢ & u(t) = I 4 ekt

k k
Begynnelsevillkoret v(0) = 2 ger till sist
9 0 g
=210 =2 & c=2-7.
v(0) ? + Ce .
Svar: Fallskdrmshopparens hastighet i riktning mot marken (enhet: m/s) ges av

v(t)=%+(2—%)e*’“, k>0,g=9.82
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