Tentamen
MATEMATIK mandag 16 maj 2022

Chalmers Tekniska Hogskola 14:00-18:00

MVE426/MVE425 Matematik, del D, varen 2022
Losningsforslag

Fraga 1. Berdkna foljande integraler:

(a) / sin(+/7)dz, (b) :|x|dx, (©) / 1_Idx.

3

Losning. (a) Genom att forst gora ett variabelbyte och sedan partiell integration fas
1
/Sin(ﬁ)dx = {t =Vr=dt= NG
= 2/tsin(t)dt = —2tcos(t) + 2/cos(t)dt
= —2tcos(t) + 2sin(t) + C

= —2v/z cos(v/x) + 2sin(y/z) + C.

dz och alltsa dz = 2tdt}

(b) Vi anvénder att |z| &r en jamn funktion och berdknar

s s 27T
/ ‘:C!d$:2/ xdsz{x—} =72,
- 0 2 0

(c) Faktorisering av namnaren ger att 23—z = z(z+1)(z—1) och partialbraksuppdelning
ger

1 1 1 1

1 1
- x+§x+1+§x—1'

Harifran kan vi berakna integralen:

/ 1 d /(1 1 1 1 1 >d
—dz = - — = —— T
3+ 22 — 202 z 2z4+1 2zx-1

1 1
= —In|z| + §ln|a: + 1]+ §ln|a; -1+ C.

Fraga 2. Hitta en geometrisk f6ljd ag, as, ... sadan att Y~ ax = 3.

Lo6sning. Om ¢ ér den geometriska foljdens kvot sa ges summan ;- a = a1/(1 — gq).
Vi vill alltsa ordna sa att a,/(1 —¢q) = 3. Vilater ay = 1 och daska 1 —¢q =1/3
eller g =1—1/3 =2/3. D4 ges den geometriska foljden av att a = a;¢*~* eller

2 4
73797"'

Men det finns alltsa manga geometriska foljder vars summa ar 3.

1

(3p)
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Fraga 3. Om ay,as,... ar en aritmetisk foljd med differens d da kan man beridkna

summan av de n forsta talen i féljden genom

- —1)d
Zak = n<a1 + %) for varje heltal n > 1. (1)
k=1

Visa formeln i (?7) med hjilp av induktion. (Visar du formeln utan induktion sa
far du noll poéng.)

Losning. Basfall: n = 1. Da n = 1 ges vansterledet av VL = Z,lczl ar = ay och
hogerledet av HL = 1(a; + %) = a;. Alltsa géller likheten da n = 1.

Induktionssteg: Antag att likheten géller for nagot heltal m > 1 och visa att likheten
galler for n = m 4 1. Vi berdknar vansterledet for n = m + 1:

m+1 m

VL = Zak = Zak+am+1
k=1 k=1

—1)d
%)%—al—l—md

(m—1)

m

=(m+1)a + 5

m? +m
2

= (m+1)<a1+%l>.

:m<a1+
d+ md

= (m+1)a; + d

Detta ar precis hogerledet for n = m + 1. Vi har alltsa visat likheten for n = m + 1.

Slutsats: Enligt induktionsprincipen géller likheten for alla heltal n > 1.

Fraga 4. Los foljande differentialekvationer:

(=) {4y"<x> 4y (2) — 15y(2) = e,
(0) =

y(0) =1,4'(0) =2
(b) Z((;”)) = 1In(z) + 1, (x > 0)

(c) (z*+ 1)y (2) — 2xy(z) = 322 + 3.

Losning. (a) Vi loser den homogena ekvationen 4y”(z) + 4y'(z) — 15y(xz) = 0. Det
karakteristiska polynomet ges av 472 + 4r — 15 och dess rotter ar r; = —g och
ry = % Enligt 16sningsformeln fér homogena differentialekvationer med konstanta
koefficienter ges samtliga l0sningar av

yh<x> _ A675:p/2 +Be?>x/2

(5p)

(3p)

(3p)

(3p)
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for nagra konstanter A och B.

Vi hittar nu en partikuldrlosning och vi ansétter da y,(x) = Ce™3*. Vi beraknar:
y,(x) = —3Ce™3* och Yy, (r) = 9Ce ™"
samt

4y0 () + 4y, (x) — 15y,(z) = 36Ce ™" — 12Ce™> — 15Ce™* = 9Ce™"

och for att y, ska vara en 16sning till ekvationen ska alltsa 9Ce™” = e~3%. Da maste

C = § och y,(z) = ge™*.
Samtliga 16sningar till ekvationen av y = y;,+y, eller y(z) = Ae*5x/2—|—Be3x/2—l—le*3x.
Om vi nu anvénder begynnelsevillkoren far vi att 1 = y(0) = A+ B+ 35, ¥/(z) =

—emhe/2 4 3Bede/2 _ Be73r och 2 = y/(0) = 2 + 38 — 2. Loser vi ekvations-

systemet far Vl att A= —5/8 och B = —10/9. Sammanfattmngsvis ar 10sningen pa
begynnelsevardesproblemet

_ 2e—5m/2 . Ee3x/2 + 16_3I.

y() 5 5

(b) Denna ekvation &r inte linjér men den &r separabel:

1
dy =In(z) + & / dy—/ (In(z) +1)dz
ydx

< Iny(z)| =zn(z)+C

o |y(l‘)\ — eCexln(:p) — era:.

Konstanten e #r saklart positiv. Vi byter ut den mot en ny konstant D, D # 0,
och far att y(x) = Da®.
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(c) Denna ckvation ér linjar sa vi anvidnder metoden med integrerande faktor. Vi di-
viderar forst ekvationen med z? + 1 och far

2x
/ — =
(@) = (o)
Vi beraknar
2x 9
/(— x2+1>d$:—ln(as +1)+C.
Vi véljer saklart C' = 0 sa att den integrerande faktorn ges av
1
—In(z2+1) _
¢ 2+ 1
Ekvationen blir
1 / 3
(y<x)x2 + 1)) 2+

och alltsa

o) =36 +1) |

o 1d$ = 3(2% + 1arctan(z) + 3C(z* + 1).

Fraga 5. Berdkna arean av det omrade som begrénsas av graferna till f(z) = v/3z och
g(x) = ‘%3 samt av linjen z = 2.

Losning. Kurvorna skér varandra da
Viz=2 & r(z® —12) = 0.

Tva losningar ges av « = 0 och « = ¥/12. Det giller att /12 < 2. Ar v/3z = % for
nagra andra reella tal 7 For att ta reda pa detta later vi f(x) = ‘%3 —V3x. Vi vet
att f(0) =0 och f(v/12) = 0. Vi har dessutom att

302 V3 _3Vi— V3

2 2y 2z
och f'(x) = 0 om och endast om z = {/v/3/3. Om vi gor ett teckenschema ser vi
att £ = 0 och = ¥/12 ar de enda nollstillena till f. Vi kan nu berdakna arean:

913 3 47 V12 4/5
/ («/335 — x_)dm = 2_\/5333/2 _r — %123/10 — ﬂ
0 3 0 3 8

f'(x) =

2 8

2 3 4 2 4/5
/ <x_ — w/3$>d:1: — {x_ _ %lﬁ/?] — 16 _ %23/2 — ﬂ + %123/10‘
Y3 \ 2 8 3 ¥ 8 3 8 3

Efter lite uppsnyggande far vi att arean ar 2 + g{)/§ - %x/é
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Fraga 6. Du vill varma en frusen paj i en ugn. Forandringen av pajens temperatur
ar proportionerlig mot skillnaden av pajens temperatur och ugnens temperatur.
Ugnens temperatur ar 200°C'.

(a) Nér du stéller in pajen i ugnen ar pajens temperatur 0°C'. Bestdm en formel for
pajens temperatur genom att stélla upp och losa en lamplig differentialekvation.

(b) Efter 10 minuter ar pajens temperatur 50°C. Anvénd detta for att bestdmma
proportionalitetskonstanten.

Losning.

(a) Lat t vara tiden métt i minuter och 7'(t) pajens temperatur. Fran beskrivningen av
hur pajens temperatur forandras far vi

T'(t) = k(200 — T(t)).

Vi vet dessutom att 7°(0) = 0. Differentialekvationen kan skrivas som 7" (¢t)+kT'(t) =
200k. Den integrerande faktorn blir e* och darfor ges 16sningarna av

T(t) = e / 200ke"dt = o~ (QOOekt n 0) — 200 + Cle ™.

Att T(0) = 0 ger att C' = —200 och alltsa T(t) = 200(1 — e~*?).

(b) Om 50 = T'(10) = 200(1 — e~1%) s4 far vi

)
| 3 L
1 _ o 10k _ ;@ o~ 10k _ T —10k=In(3/4) < k= —Eln(3/4)-

(3p)

(1p)



