Omtentamen

MATEMATIK fredag 20 augusti 2021
Chalmers Tekniska Hogskola 14:00 — 18:00

MVE426/MVE425 Matematik, del D, varen 2021
Losningsforslag

Fraga 1. Berakna foljande integraler:

(a) / mdx, (b) / m({tﬂdx, (c) /O e

Losning. (a) Vi har att 2 — 2z + 1 = (z — 1)?. Darfor far vi

1 1 1
. = —dr=—— 10
/x2—2x+1x /(:B—l)Qx x—1+C

(b) Med ett variabelbyte fas

/de: {t:ln(x) —~  dt =de/x

x _ / sin(t)dt

= —cos(t)+ C
= —cos(In(x)) + C.

(c) Med hjélp av partiell integration far vi

1 3z71 1 3z
/ r2e3dr = [er—] —/ 2xe—dx

3

2
= 2 zeddr

3 3 Jo

o3 ) e3x1 9 le3m
= — ——|lz—| += —dx
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Fraga 2. Visa med hjalp av induktion att

= _(n—=1)n(n+1)
;k(k—l)_ ;

for alla heltal n > 1.
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Losning. For n = 1 ar vansterledet och hogerledet noll. Alltsa géller likheten i detta
fall. Vi antar att likheten galler for n = m och ska visa att den galler for n = m+1.
Vi beréknar vansterledet for n = m + 1 och far

met1 m
> k(k—1)=> k(k—1)+ (m+1)m
k=1 k=1
~(m—=1mm+1) 3(m+1)m
B 3 3
_m(m+1)(m—1+3)
N 3
_ m(m + 1)(m + 2)
3
_ (m+1-1)(m+1)(m+1+1)
i :

Det sista uttrycket ar hogerledet for n = m + 1. Enligt induktionsprincipen har vi
visat pastaendet for alla heltal n > 1.

Fraga 3. For den aritmetiska talfoljden ai,as,... 4r a; = 5 och ay = 11. Bestam
talfoljdens differens och berdkna
100
>
k=1
(3p)
Losning. Differensen ges av as — a; = 11 — 5 = 6. Detta ger att ay = 5+ 6(k — 1) for
alla £ > 1. Summan ges av
100 100 100
99 - 100
> 5+6(k—1)=> 5+6) (k—1)=500+6 = 30200.
k=1 k=1 k=1
Fraga 4. Los foljande differentialekvationer:
y'(z) — tan(z)y(x) = tan(z), (—7/2<x<m/2),
(a) (z) (z)y(z) (z), (=m/ /2) (4p)
y(0) =0,
(b) /(1) = e (4p)
2+ 2 ’
(c) ¥"(x) + dy(x) = 2z. (3p)

Losning. (a) Vi anvinder metoden med integrerande faktor: Vi har

/— tan(z)dz = In(cos(z)) + C
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och dirfor dr var integrerande faktor e™(©5(*) = cos(x). Vi multiplicerar ekvationen
med den integrerande faktorn och far

cos(z)
Villkoret att y(0) = 0 ger att C' = 1 och dérfor ges 16sningen av y(x) = 1/ cos(z)—1.

(b) Denna ekvation &r separabel:

o) — y(z)

y(x) 2 + 2e

1
—y(@),/
¢ y(w) x2 42

1

—y(@) qy = d

¢ Y ) o

1
/e_ydy:/xz_'_zdx

1 1 V2 2
e Y -~ - gV~ Aol
e 2/<x/\/§)2+1dx 5 arctan( >+C

y(z) = —m( - g arctan (%) - (J)

(c) Den karakteristiska ekvationen ges av 72 +4 = 0 och dess 16sningar ar r = +2i. Det
betyder att losningarna till den homogena ekvationen ar

yn(x) = Asin(2x) + B cos(2z)

for nagra konstanter A och B. For att hitta en partikuldrlosning kan vi ansatta
Yp(x) = Cx+ D. Men vi ser direkt att en partikulérlosning ges av y, = /2. Déarfor
ges samtliga losningar till ekvationen av

y(z) = yn(x) + yp(x) = Asin(2x) + B cos(2z) + g

Fraga 5. Berikna arean av omradet som begrinsas av kurvorna y = sin(x), y = cos(x)
samt x = 0 och x = 2. (4p)

Losning. Vi maste 16sa ekvationen sin(z) = cos(x). Losningarna inom [0, 27] ges av
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x =7/4 och x = 57 /4. Vi berdknar de tre integralerna:

/4

0

/0 o ((cos() — sin(a)) dz = {sin(a:) + cos(a:)]

= sin(m/4) 4 cos(mw/4) — sin(0) — cos(0) = 2? -1

=v2-1
5m/4

/4
= —sin(5m/4) — cos(5m/4) + sin(m/4) + cos(r/4) = 2v/2

/ﬁ ! (sin(x) - cos(x))dx - [ — cos(z) — sm@)]

/4

2

57/4

— sin(2m) + cos(2m) — sin(57/4) — cos(5m/4) = 14+ V2

/ " ((cos(o) — sin(a) ) do = i) + coxtr)]

/4

Den sammanlagda arean ar V214224142 =4V2.

Fraga 6. Pa ett bankkonto ar arsrantan 2%, vilket betyder att tillvixthastigheten ar
proportionell mot méngden pengar pa kontot, med proportionalitetskonstant 2/100,
dar tiden méts i ar. Du tar dessutom ut K kronor/ar fran kontot. Antag att du fran
borjan har 500 000 kronor pa kontot. Stall upp och 16s lamplig differentialekvation
for att bestdmma méngden pengar pa kontot vid tiden ¢ (rédknad i enheten ar). (4p)

Losning. Vi later y(t) beteckna méngden pengar i kronor pa bankkontot vid tiden ¢.
Informationen som ges betyder att

Y1) = 1ooylt) — K

Vi 16ser denna ekvation med hjilp av integrerande faktor. I = e=2t/100,

/
(e*Qt/looy(t)) — _Fe—2t/100

2K
e—2t/100y(t) _ /—Ke_2t/100dt = 2 -2t/100 4 o

100
2K
0= [ —Fe2t/100qs — (1e2t/100
Villkoret y(0) = 500000 ger att
2K
500000 = — 4+ C'
100 M
2K
C = 500000 — —.
100




Omtentamen

MATEMATIK fredag 20 augusti 2021
Chalmers Tekniska Hogskola 14:00 — 18:00
Darfor ar

9K 9K
£ = 2 (500000 _ —> 2t/100
vt =10+ 100/°€




