Omtentamen
MATEMATIK mandag 31 maj 2021

Chalmers Tekniska Hogskola 08:30 — 12:30

MVE426/MVE425 Matematik, del D, varen 2021
Losningsforslag

Fraga 1. Berakna foljande integraler:

(a) / mdx, (b) / dr, (©) /1 " ln(8z)ds

Losning. (a) Vi har att 2% + 22 4+ 2 = (z 4+ 1)? + 1. Med ett variabelbyte far vi

1 1
— dr=f—— dr=|t=a+1=dt=d
/$2+2$+2 ‘ /(:v+1)2+1 ’ { vz x]

1
= / o 1dt = arctan(t) + C' = arctan(z + 1) + C.

Lo,
xr+1 z—-1)
x 1 1 1
dz = = d
/:c2—1 * 2/($+1+x—1) o

1 1
= 5111]91: + 1]+ iln]a: -1+ C.

(b) Partialbraksuppdelning ger att

T

1
2—1 2

Da kan vi berékna integralen:

Man kan dven anvanda regeln [ J;c/((;)) dz =In|f(x)| + C.

(c) Med hjélp av partiell integration far vi

2
In(8z)dz = | —In(8z) ——d
/lwn(x)x { n x} /28;1:96

= 2In(16) — —1n(8) 5 {%] 1
— 8In(2) — ;111(2) - z

13 3
= ?ln(Q) -7

Fraga 2. Visa med hjalp av induktion att
6" 44

ar delbart med 5 for alla heltal n > 0.

(9p)

(5p)
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Losning. Basfallet n = 0. Dan =0 ér 6" +4 =6 +4 = 1+ 4 = 5 vilket ar delbart
med 5.

Induktionsantagande. Antag att pastaendet giller for n = m, dvs. att 6™ + 4 = 5k
for nagot heltal k.

Induktionssteg. Vi visar att pastaendet galler for n = m + 1. Vi har att

6" +4=6-6"+4=6(6"+4—4)+4=06(6™+4)—20=06-5k—20
vilket ar delbart med 5.
Slutsats. Enligt induktionsprincipen galler pastaendet for alla heltal n > 0.

Fraga 3. For den geometriska talfoljden aq, as,... ar a; = 12 och a; = 10. Avgdr om
serien .
>
k=1
ar konvergent och bestdm i sa fall dess summa. (3p)

Losning. Vi far i uppgiften att a; = 12. For geometriska serier galler att
q=as/a; =10/12 =5/6.

Eftersom |g| < 1 sa konvergerar serien enligt satsen om geometriska serier. Enligt
denna sats ges dessutom summan av serien av

ia “@ 12 12 _ 6. 10—
k p— pr— —_ — . p— .
o 1—¢ 1-5/6 1/6

Fraga 4. Los foljande differentialekvationer:

") = e¥(@)
(a) {y” 2, (4p)

y(0) =0,
(b) ¥'(x) + 2zy(z) =, (3p)
(c) ¥'(x) — ¢/ (x) — 6y(z) = sin(2x). (3p)
Losning. (a) Differentialekvationen &r separabel och ekvivalent med
L
s romy @) =1

Y
/e—ezydy:x—i-C [ey:t,dt:eydyl
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Partialbraksuppdelning ger
1 11 1
2t +12 2\t t+2)

In(t) — In(t +2) = 22 + 2C,

Vi noterar att ¢ > 0 och far

l — 622+2C’
t+2 ’
1— 2 — e?m—f—QC’
t+2 ’
2

t= 1 _ e2at2C 2,
2

() =
e =T — %
2
Villkoret y(0) = 0 ger att
2 2 920

och darfor &r 2C' = In(1/3) vilket sedan ger att

6 2620 3 . 1 o
y(x) :ln<3_ezx—2) :ln(S—e%) :—ln(ﬁe 2 —5) =In(2) —In(3e7** —1).

(b) Differentialekvationen &r en linjar ekvation av forsta ordningen sa vi kan anvinda
metoden med integrerande faktor. Vi berdknar [2xdz = z? 4+ C och darfor ges

den integrerande faktorn av e, Vi multiplicerar differentialekvationen med den
integrerande faktorn och far

ey (z) + 2xe” y(z) = ze”,
& (exzy(:r))/ = ze",

2 2 ]. 2
& ylx) = /xe:D dz = iez +C.
Diirfor dr y(z) = 1 + Ce ™",

Denna differentialekvation ar separabel sa man kan dven l6sa den med samma metod
som (a).
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(c) Det karakteristiska polynomet ges av r* — r — 6 och rotterna ar x = —2 och

x = 3. Darfor ges den homogena losningen av yy,(x) = Ae % + Be3”,

For att hitta en partikulérlosning ansétter vi y,(x) = C'sin(2z) + D cos(2x). Da ar
y,(x) = 2C cos(2x) — 2D sin(2x) och y; () = —4C sin(2x) — 4D cos(2r). Med denna
ansats ar

Yy (x) =y, () — 6y,(x) = ( —10C + 2D> sin(2z) + ( —2C — 1OD> cos(2x)

och vi vill att detta ska vara lika med sin(2z). Da dr C = —5/52 och D = 1/52.
Sammanfattningsvis far vi

) 1
y(z) = yn(r) + yp(x) = Ae™" + Be® — 5 sin(2z) + 5 cos(2x).

Fraga 5. Lat D vara omradet i zy-planet som begransas av grafen till f(z) = cos(2x)
samt = 0, x = w/4 och y = 0. Berékna volymen av den kropp som fas da D
roteras kring y-axeln.

Losning. Volymen ges av

7r/4 : 2 77/4 1 71'/4
27T/ x cos(2z)dx = 27r<{msm( x)} — —/ sin(?x)dx)
0 2 Jo 2/

= sy + x| 22
_ %2 + —(cos(W/Q) — COS(O))
51

Fraga 6. Vi studerar en population av insekter. Fran borjan finns det 100 insekter. Om
populationen inte paverkas av nagra yttre faktorer sa kommer den att oka med en
takt som ar proportionerlig mot den nuvarande populationen och den kommer att
dubblas pa 20 dagar. Varje dag flyttar det in 3 insekter till populationen och 8 blir
uppéatna av faglar.

Finn ett uttryck for populationens storlek P(t) for samtliga tider ¢ > 0.
Losning. Om populationen inte paverkas av nagra yttre faktorer sa galler att
P'(t) = kP(t)

for ndgon konstant k. Detta ger att P(t) = Cef® och eftersom P(0) = 100 sa ar
C = 100. Vidare ar 200 = P(20) = 100e?°* vilket ger att k = In(2)/20.

Men populationen paverkas ju av yttre faktorer sa differentialekvationen som P
uppfyller ges i sjalva verket av

P'(t) = kP(t) — 5.
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Men nu vet vi alltsa vad k ar. Om vi loser denna diff.ekvation far vi

P'(t) — kP(t) = =5,
& e MP(t) — keTMP(t) = —5e ",
& (eTMP(t)) = —5e ™,

)
& e Mp(t) = Ee_kt +C,

3 5-20
P(t) = 2 + ekt = =22 4 0e(2)t/20
- ) k ee In(2) ¢
Fortfarande giller att P(0) = 100 sa dirfor ar C' = 100 — (5-20)/In(2). Vi har alltsa
att

5. 20 5. 20 100 100
P(t) = <1 _ _> In(2)t/20 _ 7 <1 _ ) In(2)t/20
®) U0/ ) TV e




