Tentamen
mandag 17 maj 2021
08:30 — 12:30

MATEMATIK
Chalmers Tekniska Hogskola

MVE426/MVE425 Matematik, del D, varen 2021
Losningsforslag

Fraga 1. Berakna foljande obestamda integraler:

z 11 1
(a) /:psin(?)x)d:v, (b) /82ze+1d$, (c) /x5+22+ . d.

Losning. (a) Med partiell integration fas

/OTr xsin(3z)de = { _ chS(gx)r .
5

(b) Genom en variabelsubstitution far vi

/82x+1dx— [ex:t]

1
= / o 1dt = arctan(t) + C' = arctan(e”) + C.

(c) Om vi faktoriserar namnaren far vi 23 + 22 — 20z = z(x — 4)(z + 5).

= En par-
tialbraksuppdelning ger

11z + 10 _1( 1 3 2 >

w3+ 22 —20x 2 x+x—4_x—|—5 )

Harifran kan vi berakna integralen:

/ 112 + 10 d 1/( 1+ 3 2 )d
— dz = - S — x
3 + 22 — 20z 2 r x—4 x+5

1 3
= —§ln\x| + 5111]:1: — 4] —InjJz + 5]+ C.

Fraga 2. Betrakta foljande geometriska serie:

S
39 27

Skriv serien med summabeteckning och berdkna summan av serien.
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Losning. Med summabeteckning skrivs serien e ' > "2 (e/3)" = S22 (1/3)(e/3)"*
Eftersom det ar en geometrisk serie sa ges summan av

Fraga 3. Visa med hjalp av induktion att

Zk2 n(n+1)2n+1)
6

for alla heltal n > 1.

Losning. Basfall: n = 1. Dan = 1 ges vinsterledet av VL = 3, _ k* = 1> = 1 och

hogerledet av HL = w = % = 1. Alltsa géller likheten da n = 1.

Induktionssteg: Antag att likheten galler for nagot heltal m > 1 och visa att likheten
galler for n = m + 1. Vi beraknar vansterledet for n = m + 1:

m—+1
Zkz Zkﬂ + (m+1)?

1 2 1
- (m - 2;( mrl) + (m+1)* (enligt induktionsantagandet!)

m(m+1)(2m + 1) + 6(m + 1)

(m+1) <m(2m6+ 1) +6(m+ 1))
(m+1)(2m* + 76m + 6)

2(m + 1)(77162 +(7/2)m + 3)

2(m + 1)((m i 7/4) —49/16 + 3)

2(m + 1)((m + 7(;4)2 —1/16)

2(m + 1)(m +67/4 —1/4)(m + T/4+1/4)
2(m + 1) (m + 3/2)(7?1+ 2)

(m + 1)(2m E 3)(m +2)

(m + 1)((m6+ 1) Jg DEm+1)+1)
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Detta ar precis hogerledet for n = m + 1. Vi har alltsa visat likheten for n = m + 1.
Slutsats: Enligt induktionsprincipen har vi visat att likheten galler for alla heltal
n > 1.

Fraga 4. Los foljande differentialekvationer:

v () = e¥@ tan(z),
() { ) =0,

(b) y"(x) = 2¢/(x) + y(x) = 3z + 4,
(c) zy'(z) + y(z) = V5z.
Losning. (a) Ekvationen dr separabel och ekvivalent med

dy
dx
e Ydy = tan(x)dz,

o / ydy—/tan( \dz,
. / tan(z)dz = / S 40— Il cos(x)| + C,

o _yzln(C 1n|cosx)|)»

= e’ tan(z),

& y=—In(C — In|cos(z)]).
Begynnelsevillkoret ger att
0 =y(0) = —In(C — In| cos(0)|) = —In(C).
Detta ger att C' =1 och alltsé ér y(z) = —In(1 — In| cos(z)]).

(b) Det karakteristiska polynomet ges av r* —2r +1 och det har r = 1 som en dubbelrot.

Dérfor ges den homogena lésningen av y,(z) = (Azx + B)e®. For att hitta en
partikuldrlésning ansétter vi y,(r) = Cr + D. Da ér y, (z) = C och y)(z) = 0.
Alltsa ar

yy(x) = 2y, (z) + yp(z) = —2C + Cz 4+ D

och vi vill att detta ska vara lika med 3z +4. Da dar C = 3 och D — 2C = 4 sa
D =4+ 2-3=10. Sammanfattningsvis far vi

y(z) = yn(x) + yp(x) = (Az + B)e” + 3z + 10.
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(c) Notera att > 0 eftersom vi anvinder roten ur 5z. Ekvationen &r en linjar dif-
ferentialekvation av forsta ordningen sa vi kan anvanda metoden med integrerande
faktor. Men ekvationen sa faktiskt redan pa ”ratt” satt. Vi far

zy' () +y(x) = vz,
& (wy(2) =V,
& zy(x) = /\/5_mdm +C,

& y(z) = 2—\3/3\/5+%

Fraga 5. Berikna arean av omradet som begransas av graferna till f(z) = 22* + 3x och
g(z) = 2® + 2* — 9.

Losning. Kurvorna skér varandra da

3 4 2? — 9z = 22% + 3z,
& -2 — 122 =0,
& =0 eller 22—2—-12=0.

Andragradsekvationen har losningarna x = —3 samt z = 4. Vi far

/_Z (92) ~ F(2) )z = / (2%~ 2? — 120) 2 = {‘% S 122”72}

(=3 (=3 )
(455
1
:—%—9+6-9
_63_81_45-4—81_180—81_99
- 4 4 T T4 1
samt
4 4 3 122274
[ (o= s = [ (-2 r20)as= [T -2 - BE]
44 43 5
=——-—-6-4
4 3
64 64-3—-64—96-3 160
=64———-6-16= -7
3 3 3

Eftersom areor inte kan vara negativa ges den sammanlagda arean

99 110  3-99+4-160 937

13 12 12
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Fraga 6. En bassidng innehaller 1000 liter saltvatten. Fran borjan finns det 20 kg salt
i bassingen. Hela tiden pumpas saltvatten som innehaller 10 gram salt per liter
in i bassangen med en hastighet av 10 liter per minut. Dessutom flodar det ut
ur basséangen 10 liter saltvatten per minut. Saltvattnet kan genom omrorning hela
tiden vara fullstdndigt blandat. Berdkna hur mycket salt som finns i basséingen efter
100 minuter.

Losning. Vi later y(t) beteckna méngden salt i kg i basséngen efter ¢ minuter. Vi far
att y(0) = 20. Den 6vriga informationen betyder att

) = L y(t)

10 100
Vi 16ser denna differentialekvation:
1 1
() + —y(t) = —
y(0) + 2olt) = o
/100 £/100
£/100, 1y o © f = &
(1) + S ylt) =
¢/100
t/100, (1)) — ©
(Y1) = =5
ot/100
et/lOOy(t) :/ = At = 10e/10 4 ¢

y(t) = 10 + Ce /100
Vi far ocksa att 20 = y(0) = 10 + C vilket ger att C' = 10. Dérfor ar
y(t) = 10 + 10e~"/1%0

Vi far da att y(100) = 10 + 10e™ ",




