Losningar for tenta i MVE425 Matematik, del D 2018-08-24 kl. 08:30-12:30

1. (a) Vihar att gora med en rationell funktion, och téaljarpolynomets grad ar lagre dn
ndmnarpolynomets (vi slipper polynomdivision). Faktorisering av ndmnaren i
reella faktorer ger 3 — 22 = z%(z — 1). En lamplig ansats for partialbrak ar

20 +2x—-1 A B E A(@? —z)+ B(z — 1) + Ex?

x2(x—1) BERCR T 22(x —1) ’

dar identifiering av koefficienter ger

1:2: A"—E: 2 A:—
T - A4+B= 2&&<{B= 1
konstant : —B=-1 E= 3.

Integralen ges da av

202+ 2 —1 1 1 3 1
/ - ;_ $2 dff:/<——+—2+ )d:ﬁ:—ln|x|——+31n|x—1|+C’.
T3 —x > -1 T

1
Svar: Integralen blir —In|z| — — +3In|z — 1|+ C.
T
(b) Ett variabelbyte ger

/(2+sinx )’ cosx dr = u:2—|—sm1} :/ugdu:

du = cosz dx
(2 + sinx)*

1 +C.

U
= — O:
4-1—

(2 + sinz)*

1 +C.

Svar: Integralen blir

(c) En partialintegration ger

5 5 1 5 4
/x4lnxdyc:%lnyc—/x—-—dx:x—lnx— x—d:v:

5 5 5
x° x°
=—her——+C
5 n 25+
25 25
Svar: Int len blir = Inz — —
var: Integralen blir 3 nx 25—1—0

2. Vi betecknar

VL(n) =) 3k(k—1) och  HL(n)=(n— n(n+1),
k=1
och later U(n) vara utsagan (pastéendet) att V L(n) = HL(n).
Eftersom

VL(l)_i?)k(k—l)_S-L(l—l)—0—(1—1)-1~(1+1)—HL(1)

ar U(1) sann, och vi har alltsa ett giltigt basfall.



4.

Vi skall nu visa induktionssteget, dvs att U(p) = U(p + 1). Antag darfor att U(p)
ar sann for nagot visst p, dvs att V. L(p) = HL(p). Det géller nu att

p+1 P

VL(p+1)=> 3k(k—1)=3p+1)(p+1-1)+ > 3k(k—1)
k=1

= 3Ep +1p+VLp) =3pp+1)+ HL(p;
=3p(p+1)+(p—Lpp+1)=pp+1)B+p-1)
=plp+p+2)=@p+1-1pE+L)p+1+1)=HL(p+1),

dér de coelinbla uttrycken ovan ér lika enligt antagandet att U(p) ar sann. Vi har nu
funnit att U(p+1) ar sann sa fort U(p) ar sann, dvs induktionssteget U(p) = U(p+1)
galler.

Vi har ett giltigt basfall och ett induktionssteg, och induktionsprincipen ger darfor
att U(n) ar sann for alla heltal n > 1.

. Vi avliser forsta termen a; = 622 och far seriens kvot till ¢ = 122° = 222 8 att

622
a, = a1q""! = 62*(22?)"!. Serien kan nu skrivas

62> + 122% + 2428 + ... = Zak _ Zalq’“‘l _ 26902(2%2);9_1’
k=1 k=1 k=1

och satsen om geometriska serien siger att om —1 < 22% < 1 si ar serien konvergent

och har summan
ay 622

6 2 2 2\k—1 — — ]

D 62%(2%) 1—q 1222
k=1

Om detta skall vara lika med 3 maéaste

—61‘2 2 2 2 4 1 1

och lyckligtvis ar —1 < j:% < 1.

Svar: Serien skrivs Z 62°(22°)" " och har summan 3 d& z = +1.
k=1

(a) Ekvationen ar separabel, och vi kan skriva om den som
6yy/ — 662x7

eftersom det inte ar farligt att dela med e™¥ > 0. Genom att integrera bada
sidor med avseende pa z far vi

/eyy’ dx = /6623” dx,

dar (vi sparar konstanten till hoger sida)

/eyy’ de = [dy = y/(z) dz] = /ey dy = e

och
/662”” dr = 3e** + C



for nagon konstant C. Det géller alltsa att
e =3 +Cey=In (36235 +C).

Svar: Funktionen ges av y(z) = In (362’” + C’), dar C ar en konstant.

Ekvationen &r linear och av forsta ordningen, och vi loser den déarfér med
metoden som bygger pa integrerande faktorn.

Integrerande faktorn blir L.F = e, och denna skall multipliceras in pa bada
sidor. Detta leder till

d
ey + 2wy = 6”& . (eZZy) = 6ze” o
N e’ T

produktderivata

22 z2 U,IIQ u 22
e y—/6:ne dx_[duzQxdx]_/ge du=3e" +C &

y(x) =3+ 06_12,

dar C' ér en konstant.
Svar: Funktionen ges av y(x) =3 + Ce . déir C ir en konstant.

Hér har vi en inhomogen lineédr ekvation av ordning tva med konstanta koef-
ficienter. Alla 16sningar kommer att vara pa formen y(x) = yn(x) + y, (), dar
yn(x) ar allménna 16sningen till motsvarande homogena ekvation och y,(x) ar
nagon partikuldrlosning.

For att hitta y,(z) 16ser vi karakteristiska ekvationen:

rP—dr+4=0&r=2
Eftersom karakteristiska ekvationen har en dubbelrot blir homogena l6sningen
yn(7) = (Az + B)e*.

En partikulérlésning y,(z) kan vi f4 genom en ldmplig ansats. Eftersom ho-
gerledet ar ett forstagradspolynom ansatter vi ett forstagradspolynom som
partikularlosning:

Yp(z) =Cx+E = y(x)=C = yi(z)=0.
Insattning i ekvationen ger
0—4C +4(Cx + E) = 8.

Genom att identifiera koefficienter far vi

T 4C =8 C=2
=
konstant : 4F —4C =0 E=2.

En partikuldrlosning ar alltsa y,(z) = 2z + 2.
Alla l6sningar till differentialekvationen fas som

y(r) = yu(z) + yp(2) = (Ax + B)e** + 27 + 2,

dar A och B ar konstanter.

Svar: Losningarna ges av y(z) = (Ar + B)e* + 2r + 2, dir A och B ar
konstanter.



5. Vi anviander formeln for rotationsvolym,

b
V= 7T/ y(x)? du,

dér i vart fall a = 0, b = 3, och y(z) = 3v/3ze™"/5.
Detta ger

3 /5 2
V= 7T/ (— 3[)36_$/6> dx
o \3

_257T
== i

25 3 3
el <[ — 31:6’3‘"/3} + / 3~ /3 dSL’)
3 0 0

2 3
:ﬁ<—9e1+0+ [—96*‘”/3} )
3 0

_257T
3

ze~®/® dx = [partialintegration]

(—=9¢ ' —9e ' +9) =257(3 — 6e!) = 757(1 — 27 1).

Svar: Om glaset &r fyllt till halva hojden innehaller det 75m(1—2e~!) volymenheter
(~0.62 dl om ldngdenheten éar centimeter, dvs véildigt litet vinglas).

6. Vi borjar med att bestdmma var kurvan skir x-axeln:

2=0 eller xr=0 eller
2o 23 =0 = {" =
. o V2 —-213 =0 z = 1.

Den sokta arean ar alltsa

1 o . 3 0
A:/x2x/2—2x3dx:[u_2 2 }:/ —%du
0 2

du = —622 dx
2
[ = L[ 202
6 Jo 632, o o7 g

2v/2
-

Svar: Arean ar A =

7. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran forelasning 4.

8. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran forelasning 13.



