Losningar for tenta i MVE425 Matematik, del D 2018-05-31 kl. 14:00-18:00

1. (a) Ett variabelbyte, foljt av partialintegration, ger

u=+/T
/ e Vidr = u? = = / 2ue " du = [partialintegration| =
dx = 2u du

= —2ue " + /26“ du = —2ue ™ —2e "+ C =
= (C —2y/xe VF — 2V,
Svar: Integralen blir C' — 2y/ze™ V¥ — 2¢7 V7.
(b) Ett variabelbyte ger
cos(lnx) u=Inzx : :
——dr = _ 4| = [ cosudu=sinu+ C =sin(lnz)+ C.

€T du -

Svar: Integralen blir sinu + C = sin(Inz) 4 C.

(¢) Vihar att gora med en rationell funktion, och taljarpolynomets grad ar lagre an
namnarpolynomets (vi slipper polynomdivision). Faktorisering av ndmnaren i
reella faktorer ger x® + 22 = 2%(x + 1). En lamplig ansats for partialbrak ar

Txr+4 A B E A(x? + 1)+ B(z + 1) + Ex?

a;Q(:c+1)_x+x2+a:+1: z?(x + 1) ’
dar identifiering av koefficienter ger
z? A+E=0 A= 3
x: A+B=7T<{B= 4
konstant : B =3 E=-3.

Integralen ges da av

7 4 3 4 3 4
/Ldas:/<—+———)dx:31n|:lr|———31n|x+1|—1—C’.
3 + 12 z 22 x+1 x

4
Svar: Integralen blir 3ln|z| — — —3Injz + 1|+ C.
T

2. Vi betecknar

VL(n) = D" [2ze™] och HL(n) = 2"(2x 4 n)e*,
och later U(n) vara utsagan (pastaendet) att V L(n) = HL(n).

Eftersom
VL(1) = D[2ze*] = 4ze®™ + 2¢** = 2' (22 + 1)e** = HL(1)

ar U(1) sann, och vi har alltsa ett giltigt basfall.
Vi skall nu visa induktionssteget, dvs att U(p) = U(p + 1). Antag darfor att U(p)
ar sann for nagot visst p, dvs att V. L(p) = HL(p). Det géller nu att
VL(p+1)= Drtt [2.7362‘70] =D [D” {2.’[‘6’2”'” = D[\/’L(p)] = D[HL(]))]
= D[2"(2x +p)e’"] = 27 - 26" + 2P (2x + p)e*” - 2
= 2" 2x +p+1)e* = HL(p + 1),



4.

dar de cinnoberroda uttrycken ovan ar lika enligt antagandet att U(p) ar sann.
Vi har nu funnit att U(p + 1) &r sann sa fort U(p) ar sann, dvs induktionssteget
U(p) = U(p+1) géller.

Vi har ett giltigt basfall och ett induktionssteg, och induktionsprincipen ger darfor
att U(n) &r sann for alla heltal n > 1.

Antalet smé skivor som Sinus at vecka nummer n ges av a, = a; + (n — 1)d, dar
d = 2 och dar vi inte kdnner till a; d&nnu. Eftersom det ar en aritmetisk talféljd kan
vi skriva upp ett uttryck for summan av de tio forsta talen, och sétta detta lika
med 140:

2 10—1)-2
> ap=10- a1+(2 ) =10(a1 +9) =140 & a; =5.
k=1

Vi kan nu berékna a3 =5+ (3 —1)-2=9.

Svar: Sinus at nio sma skivor Parmigiano-Reggiano den tredje veckan.

(a) Ekvationen &r separabel, och vi kan skriva om den som

ey’ = 2®,

eftersom det inte ar farligt att dela med e™¥ > 0. Genom att integrera bada
sidor med avseende pa x far vi

/eyy’dm: /x3 dz,

dér (vi sparar konstanten till hoger sida)

/eyy’ dr = [dy = ¢/ (z) dz] = /ey dy = e

och

4
3. Y
/a:d$ 4—1—6’

for nagon konstant C. Det galler alltsa att

4

ey:%+0(:)y:1n(x4/4+0).

Svar: Funktionen ges av y(z) = In (£B4 /4 + C’), dar C ar en konstant.
(b) Ekvationen é&r linedr och av forsta ordningen, och vi loser den dérfor med
metoden som bygger pa integrerande faktorn.

Integrerande faktorn blir LF = e"® = z (eftersom z > 0), och denna skall
multipliceras in pa bada sidor. Detta leder till

d
a:y’+y:x2 =4 —(xy) =17 &
N—_—— dx
produktderivata
3 2 O
:L'y:/xzdx & :cy:§+C & y(x)zE—l——,
T

dar C ar en konstant.
2

Svar: Funktionen ges av y(x) = 3 + —, dar C &r en konstant.
T



(c¢) Hér har vi en inhomogen linedr ekvation av ordning tva med konstanta koef-
ficienter. Alla 16sningar kommer att vara pa formen y(x) = yn(x) + y, (), dér
yn(z) ar allménna losningen till motsvarande homogena ekvation och y,(z) ar
nagon partikularlosning.

For att hitta yy,(x) l6ser vi karakteristiska ekvationen:
P +4=0er==+2.
Eftersom rotterna inte ar reella skriver vi l6sningen pa formen

yu(7) = " (Acos2x + Bsin2z) = Acos2x + Bsin2z.

En partikulérlésning y,(z) kan vi fa genom en lamplig ansats. Eftersom ho-
gerledet ar ett andragradspolynom ansatter vi ett andragradspolynom som
partikularlosning:

Insattning i ekvationen ger
2C +4(C2® + Ex + F) = 2 + 8z — 4a°.

Genom att identifiera koefficienter far vi

z? 4C = —4 C=-1
T 4F = 8 &< E= 2
konstant : 20 +4F = 2 F= 1.

En partikulirlosning ér alltsd y,(z) = 1+ 2z — 22

Alla losningar till differentialekvationen fas som
y(r) = yu(z) + yp(r) = Acos2x + Bsin2z + 1 + 2z — 2%,

dar A och B ar konstanter.

Svar: Lésningarna ges av y(z) = Acos2x + Bsin2z + 1 + 2z — 2°, diar A
och B ar konstanter.

5. Differentialekvationen ar separabel, och vi kan skriva om ekvationen enligt

Ly
—ky(1-Y) o Ly =ky(L - & ——=k

eftersom y # 0 och y # L.
Vi integrerar nu bada sidor med avseende pa t, diar hogerledet blir kt + C, och dar

véansterledet Iy I
Yy
— 2 _dt= / —dy
/ y(L —y) y(L —y)

behover overvinnas genom partialbraksuppdelning. Lamplig ansats for detta ar
L A B Ay+ B(L —y)
y(L—y) L-y y y(L —y)

dar identifiering av koefficienter ger

Y A-B=0 A=1
=
konstant : BL=1L B=1.




Vi far nu (konstanten har vi redan i hogerledet)

Ly / L / 11
——dt= | ———dy = —+ ) dy =
/y@—y) y(L =) <L—y y>
= —In|L —y| +In|y| = [eftersom 0 < y(t) < L] =
zlny—ln(L—y)zln<

)

Det aterstar bara att 1osa ut y(t):

ln( i )zkt—i—C’ o J e o y=e"YL—y) &

L—y L—y
LMe*
Okt kt _ kt —
y=L ) e (M= LM e ) =
LMe kt
Svar: Funktionen som anger bakteriepopulationens storlek ar y(t) = T3 Mek

dér M ar en positiv konstant (och k och L forklaras i problembeskrivningen).

6. Vi borjar med att bestimma kurvornas skarningspunkter:

Vi —a2=0"-2r = 2PU-2")=r"-4t+4* &
20t — 4P =0 & 2*(x—2)=0,

sa kurvorna skar varandra i = 0 och i x = 2. En enkel kontroll (sitt exempelvis
in x = 1) visar att zv/4 — 22 > 2% — 2z pa intervallet [0, 2], sd den sokta arean &r

A:/OQ(x\/m—(:cz—Zx))dx:/Ozdex—/:(azz—Qa:)dx:
/xﬂf?M—P"m] = [(ovi=an - (5-4) =

3
B e NS O T R S el R S it
_[du:—Zxdx]_S 2/4 =g 2{3/2}4_3 [3]4_
_4+@ﬂ_4+8_4

3 3 3 3

Svar: Arean ar A = 4.

7. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran forelasning 4.

8. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran foreldsning 1.



