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MVE425 del D, 16sningsforslag

Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringslista och samtliga
inldimnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Skriv tydliga, utforliga l6sningar. Fér godként pa tentan (betyg 3) kridvs minst 20 poing. For betyg 4 resp. 5
kravs minst 32 resp. 42 poédng. Losningar ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok . Lycka till!

1. Berikna foljande integraler

(a) / xfj e (b) / (20— 1)e¥ds  (c) / COST 4o

Lo6sning:

(a) Polynomdivision ger

a3 2z x2
dr = —2—" _dx =" —2In(z®>+4)+C.
/m2—|—4 v /x 2+4 T2 n(u)+
N——

(b) Partialintegration ger

/(21: - 1)eizda§ = (2z — 1)3e* — /2 2 = (20— 1)5e¥ — 27 4 C
1

6:1: - 5€3x

9 +C

(c) Variabelbyte ger

cos & t =sinx 1
dr = 4t — cosg :/t_4dt:1t_3+C:+C'
/ sin* z / i 3 3sin’ x

dt = cos xzdx

2. Omradet mellan x-axeln och y = 3z — 1 for 1 < x < 2 roteras kring z-axeln. Berikna
rotationskroppens volym.
Losning: Volymen blir

2 2 2
V—/ 7ry2dx—7r/ (3m—1)2d:r—7r/ 9x2—6x+1dx:7r[3x3—3x2+:c]f
1 1 1

=m(3-22-3.2242-3.1343.12 - 1) =13n

3. Los foljande differentialekvationer

(a) ¥ =%, y(0) =0.
(b) y" — 4y = 3e”.
(c) i + 3a2y = 27",

Losning:

(9p)

(4p)



(a) Ekvationen &r separabel.
d
Yy =2t o erd—y =23 = /erdy = /:xgdx = %623/ = %x‘l +C.
x

Begynnelsevirdet ger att y =0 da z = 0, dvs %60 = %04 +C=C= % Los ut y:
e = %x4 +1l=y= %ln(%fl +1).

(b) Ekvationen &r linjér av andra ordningen med konstanta koefficienter.

Vi borjar med den homogena ekvationen y” — 4y = 0 som har karakteristisk ekvation
0=1r%2—4=(r—2)(r+2). Rotterna &r r; = 2, ro = —2, s den allménna lésningen
ar yp = 016233 + 026_233.

Sok partikularlosning: Vi gor ansatsen y, = Ae” = y;, = Ae” ,yz’,/ = Ae”®. Stoppar vi
in det i differentialekvationen far vi Ae® — 44e* = 3¢* = —34 =3 = A = —1 sa
yp = —e”.

Hela 16sningen blir y = yp, + yp = C1€** + Cae ™2

X xT

— e,

c¢) Ekvationen ér linjar av forsta ordningen. 23 &r primitiv till 322 s integrerande faktorn
J g g
blir e**. Ekvationen ir ekvivalent med

3 3 _ 3 3 3
ey + 322y = 27T e = €° y:/ehdm: %62”+C
—_— Y—
2z
L(em*y) ¢

o _ 3 _»3
Say:%e% T4+ Ce™™.

4. Du vill virma en frusen paj i en ugn. Pajens temperatur 7" métt i °C' kan d& beskrivas
med f6ljande differentialekvation (6p)

dT

—=k(Ty - T
p (Ty = T)

dar tiden t méts i minuter, Ty 4r ugnens temperatur och k£ &r en konstant.
(a) Nér du stéller in pajen i ugnen (vid ¢ = 0) &r 7' = 0 och ugnstemperaturen 120°C.
Bestam en formel for T'(t).

(b) Efter 20 minuter &r pajens temperatur 60°C. Anvind detta for att bestdmma kon-
stanten k.

(¢) Vid vilken tid ¢ nar pajens temperatur 90°C'?
Lo6sning:

(a) Ekvationen #r linjir av forsta ordningen och kan skrivas 7" + kT = kTy . Integrerade
faktorn blir e* sa vi far

T 4 keM'T = KTyett = T = /k:TUektdt = TyeM + C.
—_——

(M)

Vilket ger T'(t) = Ty + Ce **. Begynnelsevillkoret ger 0 = T(0) = Ty + C, sa
C = —Ty = —120. Svar: T(t) = 120(1 — e~**).
(b) Villkoret ger 60 = T'(20) = 120(1 — e 2%) = 1 =1 — 72 = 1 = ¢720F = 20k =
In(3)=-In2= k=122
In 2 In 2 In 2
(c) 90 = T(t) =120(1 —e 30 ) = 3 =1 —¢"30 = L = ¢35 = —¢1i2 — (L) =
—In4d=-2In2=t=2-20 =40, s pajens temperatur ar 90°C efter 40 minuter.



5. Visa med induktion att det for varje positivt heltal n géller att (6p)

n

> (k+ 128 =n2n,

k=1

Losning: Bassteget n = 1: VL = Y, (k+1)2F 1 =2 = HL,;, OK.
Induktionsantagande (IA) : VL, = HL,, dvs ekvationen stdmmer for n = p.
Induktionssteg:

p+1 p
Vg = Y (k+ 12" =Yk + 12" +(p+2)27 = p2” +(p+2)2°
k=1 k=1 (14) HL
P

VL,
=(2p+2)2° =(p+1)2-2" = (p+1)2P" = HL,.;.

Sa VL, = HL, medfér VL, 1 = HLp;1. Matematisk induktion ger att ekvationen géller
for alla heltal n > 1.

6. For vilka virden pa z dr den geometriska serien 8z + 823 4 82° +. .. konvergent? For vilka

virden pa z blir seriens summa lika med 37 (5p)
8 3
Losning: Serien har kvot ¢ = 81 = 22. Den #r konvergent om —1 < ¢ < 1, dvs om
x
[e.e]
8
1?2 <14 —1 <z < 1. For dessa x blir summan Z8x(m2)k*1 =1 i 5- Summan blir 3
-
k=1
8z
da -1 <z <1loch3= T sl-2’=%r160=02+82-1=(@+3-L-2=

+H-Cl=@+5-Da+2+3
intervallet, s den enda l6sningen ar =z =

= (z — 1)(z + 3). Roten = = —3 ligger inte i
(z—3 gg

ol ~—

7. Bevisa integreringsregeln /f(x)g(x)dx = F(z)g(x) —/F(az)g’(z)dm ddr F'(z) &r primitiv

funktion till f(z). (4p)
Losning: Se boken eller 16sningsforslaget pa kurshemsidan.

8. Formulera och bevisa formeln for en aritmetisk summa. (4p)
Losning: Se boken eller 16sningsforslaget pa kurshemsidan.



