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1. Berékna foljande integraler

(a) / (5z + 3)e*® dx (b) / xfi; dx (c) / m da

Lésning (a) Partiell integration, dir 5z + 3 deriveras och e2* integreras, ger

5 5 3 ) 10 1
/(53:—!—3)6“ dr = (5z + 3)e** /2 —/*621 dx = Tt e — S 0= s ———e* 4 C.
2 2 4 4
b) Substitutionen t = x* + 2 ger dt/dx = 423, dvs tdt = x3dx, sa
1
/ / Lt = 1 #]+C = Sl +2)+C
Ty 2 n = Iz :
(¢) Namnaren har rotterna 3 och —7 och &r lika med (z+3)(z+7). Vi gor en partialbraksuppdelning
enligt m - +3 + T+7 Pa gemensamt brakstreck ger detta
2 _ Alx+T7)+B(x+3) (A+B)x+TA+3B
(z+3)(z+7)  (@+3)(x+7) (@ +3)(z+7)

Koefficientjimforelse ger A+ B = 0 och TA+3B = 2. Detta ekvationssystem har 16sningen A = 1/2
och B = —1/2. Sammanlagt fas

2 1/ 1 1/ 1 1 1
— C gr= | ——dr— = [ ——dz =21 3 -1 71+ cC.
/(x+3)(:c+7) v 2/x+3 . 2/z+7 v =gl 3= ghr+7+

2. Omradet som begrinsas av kurvorna y = x2 och y = 2 — x roteras runt z-axeln. Berikna rotations-

volymen.
Losning Kurvorna skér varandra dé 22 = 2—x2, vilket ger 222 = 2. Denna ekvation har lésningarna
x =1och x = —1, och kurvan y = 2 — 22 ér &verst pa intervallet [—1,1]. Volymen blir
1 1 1 371
4 16
7r/ (2—x2)2dgc—7r/ (xQ)de:w/ (4—42?) de =7 dr — 2 =—n

1 1 _1 3 1., 3

volymsenheter.

3. Los foljande differentialekvationer
(a) 2%y’ = y? med villkor y(1) = 2.
(b) ¥ +2zy = er2”,
(c) y" + 2y + 5y = 2e3%.

(9p)



Lésning (a) Denna ekvation ér separabel och vi har

ldy 1
y2de a2
varur
1
?dy = | 2 dx
Integrationen ger
1
——=——+4C
Y x
varur ) 1—c
Sl _c= z
Yy x
sa
o
YT o

Villkoret (som ocksa utesluter 16sningen y = 0) ger 2 = ﬁ, dvs 2 — 2C =1, vilket ger C = 1/2.

Losningen blir
x

LAy,

(b) Denna ekvation &r linjér och den integrerande faktorn &r 6”27 d& 2?2 #r primitiv funktion till 2z.
Detta ger
2 2 2 2 2
e’ y:/ezfx e’ dx:/e“"*”” tr da::/ez de=e"+C

Y = e_””Q(ex +C).

varur

(¢) Vi tar forst fram allmén 16sning till den homogena ekvationen y” + 2y’ + 5y = 0, som har
karakteristisk ekvation 724 2r+5 = 0, med de tva icke-reella rétterna —142i. Losningen blir dérfor
e ¥(Acos2x + Bsin2x), dir A och B #r konstanter. Som partikulirlosning ansétter y = Ce3*, dir
C ska bestdmmas. For att gora det berdknar vi ¢ = 3Ce3® och y” = 9Ce3*. Inséttning i ekvationen
ger

(94 6 + 45)Ce3® = 2¢3,

vilket ger 60C = 2, dvs C' = 1/30. Den sammanlagda loésningen blir

1
y=e “(Acos2x + Bsin2z) + %63“.

. Ett foremal med massan m kg faller under inverkan av jordens gravitation och luftens motstand. (6p)
Foremalets fart vid tiden ¢ &r v(¢) m/s och uppfyller

d
md—::mg—kv

dér k dr en positiv konstant, och g ar gravitationskonstanten som kan antas ha vérdet 10. Foremalet
slapps fran vila, vilket betyder att v(0) = 0.

(a) Bestdm en formel for farten v(t).

(b) Vad gar farten mot om foremalet faller under lang tid (¢t — o0)?

Lésning (a) Vi ska 16sa den linjéra differentialekvationen ovan, som kan skrivas som v’ + %v =g.
Integrerande faktor ir e**/™. Losningen ér déirfor



u(t) = e M/ /ge’“/mdt = ¢ Ht/m (@e’“/m + C) =29 4 Cektim,
k k
Villkoret v(0) =0 ger 72 + C =0, dvs C = —7Z. Detta ger alltsa

o(t) = % (1 - e*kt/m) .

(b) Da t — oo géller e ¥/™ — 0 ty k > 0 och m > 0. Dirfor giller v(t) — mg/k da t — oco.

. Lat a vara ett reellt tal och betrakta den geometriska serien

a+a2+a3+
2 4 8 '

Avgor for vilka virden pa a serien konvergerar, och beridkna summan i dessa fall.

Losning Kvoten i den geometriska serien #r a/2, och serien konvergerar dirfor om och endast om
la/2| < 1, dvs =2 < a < 2. Forsta termen i serien &r dven den a/2, sd om serien konvergerar ir

summan
1 a

2 1—(a/2) 2-a

. Visa med induktion att

Ny 2
AR
2k 2n
k=1

for varje positivt heltal n.

Losning Basfall n = 1: Vinsterledet dr 1/2! = 1/2 och hogerledet éir 2—3/21 = 1/2, sa pastaendet
ar sant for n = 1.

Induktionsantagande (IA): Antag att det for p > 1 giiller att

z”:£:2_p+2

2k 2p
k=1
Induktionssteg: Vi ska visa att
1
S, prle2 , p3
2k op+l or+1
k=1
Vénsterledet ar
Bk &k op+tl
=gt
k=1 k=1
vilket enligt TA &r lika med
o P2 pH1_ 2_2(p+2)_i_p+1 o (2044 pH+1\ __ 2p+4—(p+1) g P+3
2P op+1 9p+1 op+1 9p+1 op+1 | 9p+1 B op+1°

vilket &r lika med hogerledet. Induktionsbeviset dr fullbordat.

. Formulera och bevisa formeln for en aritmetisk summa.

Losning Se boken.

. Visa att [(f(z) +g(z)) de = [ f(z) dz+ [ g(z) da.

Losning Se boken.



