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1. Berékna foljande integraler
(a) /x2 In(z%) da (b) / m dx (c) /x2 cosx dx
Lésning (a) Substitutionen ¢ = 2® ger dt/dx = 322, dvs %dt = 22dx, sa
2 3 1 1 L 3 3 3
x”In(x”) do = 3 Intdt = g(tlnt—t—i—C) = g(x In(z”) —2° + C),
dér integralen till Int antingen ses som standardintegral eller tas fram med partiell integration.

(b) Ndmnaren har dubbelrot —4 och é#r lika med (x + 4)2. Substitutionen ¢t = z +4 ger x =t — 4
och dt = dzx, sa
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(Ett annat sétt att losa problemet dr med partialbraksuppdelningen @ f4)2 = (Iﬁ VIR E f4)2 2

(c) Partiell integration, dir z2 deriveras och cos x integreras, ger
/x2 cosx dr = z%sinx — /stinx dx
varvid partiell integration en gang till, déir 2z deriveras och sin x integreras, ger
z? sin xf/ 2z sinz dr = z? sinz— <2x( coszx) — /2(7 cos ) dx> = 2? sin 422 cos £—2 / cosz dx

vilket slutligen integreras till 22 sinz + 2z cosx — 2sinx + C.

2. Betrakta omradet som begrinsas av kurvorna y = 1/z och y =z och dir 1 < x <ee.

(a) Berikna arean av detta omrade.

(b) Beriikna volymen som uppstar da omradet roteras runt z-axeln.

Losning Pa intervallet &r z < 1/z eftersom x > 1.
(a) Arean blir da
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(b) Rotationsvolymen blir

¢ ©(1\° 371° -11° 51 1 -4 1
7r/ x2da:—7r/ () dxzw[x] —7T|: } :7T<e—+—1>:7r<e +).
1 1 \Z 314 T |4 3 3 e 3 e

(9p)

(6p)



3. Los foljande differentialekvationer (12p)

(a) ¥ +23%¥ = 0.
b)) ¥ +y=a+1
() y'+ 3y + 2y =4z —2.

Lésning (a) Denna ekvation ér separabel och vi har

Ldy 3
Y
ey dx
varur
/—e_ydy = /x3dm.
Integrationen ger
x? o
-y
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varur
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(b) Denna ekvation &r linjir och den integrerande faktorn dr e®, da x dr primitiv funktion till 1.
Detta ger, med partiell integration, att

exy:/(x+1)ez d:c:(I+1)6x*/€Idl‘:($+1)€z76z+czfﬂez+c

varur
y=e “(ze®+C)=x+ Ce™".

(c) Vi tar forst fram allmén 16sning till den homogena ekvationen y” + 3y’ + 2y = 0, som har
karakteristisk ekvation r2 + 3r 4+2 = 0, med de tv4 reella rétterna r; = —1 och ry = —2. Losningen
blir diirfor Ae=®+Be~2% diir A och B i#r konstanter. Som partikulirlésning ansétter vi ett polynom.
Eftersom hogerledet dr ett polynom av grad 1 och den lagsta forekommande derivatan dr funktionen
y sjilv, ansétter vi ett allmént forstagradspolynom y = Cz + D, dér C och D ska bestiammas. For
att gora det berdknar vi ' = C och y” = 0. Inséittning i ekvationen ger

0+ 3C +2(Cx + D) = 4z — 2.

Koefficienten framfor x d&r 2C' i vinsterledet och 4 i hogerledet, varur fas C' = 2. Den konstanta
termen &dr 3C + 2D i vénsterledet och —2 i hogerledet. Eftersom C' = 2 maste da 6 + 2D = —2,
varur D = —4. Den sammanlagda 16sningen blir y = Ae™® + Be 2% + 2z — 4

4. Pa ett bankkonto dr arsrintan 1%, vilket betyder att tillvixthastigheten pa grund av rintan &r (5p)
proportionell mot mingden, med proportionalitetskonstant 1/100, dir tiden mits i ar. Du tar
dessutom ut k kronor/ar fran kontot. Antag att du fran bérjan har 1 000 000 kronor pa det kontot.

(a) Stéll upp och 16s lamplig differentialekvation fér att bestimma mingden pengar pa kontot vid
tiden ¢ (rdiknad i enheten ar).

(b) Vad &r det storsta mojliga virdet pa k sadant att pengarna pa kontot aldrig avtar?



Losning (a) Kalla méngden pengar pa kontot vid tiden ¢ (métt i ar) for y(¢). Vi ska losa differen-

tialekvationen
, 1
v=100Y " F
dvs
y —ry=—k

dér r = 1/100. Denna ér linjéir med integrerande faktor e~"t. Allmén 16sning blir

y(t) =e" / —ke "t = "t (=e "+ C) = = 4 Ce™ = 100k + Cet/100,
r

r

Initialvillkoret y(0) = 1000000 ger 100k +C = 1000000, dvs C' = 1000000 — 100k. Svaret blir dérfor
y(t) = 100k + (1000000 — 100k)et/ 10,

(b) Derivatan #r 3/ (t) = (10000 — k)e?/190. Att miingden pengar aldrig avtar betyder att derivatan
alltid &r positiv. Exponentialtermen &dr alltid positiv, sa kravet blir att 10000 — k& > 0, dvs k &r
hogst 10 000 kr.

. Visa med induktion att det for varje positivt heltal n géller att

> s =
kzlkzkz—i-l n+1

Losning Basfall n = 1: Vénsterledet dr % och hogerledet ér 1/2, sa pastaendet ér sant for n = 1.
Induktionsantagande (IA): Antag att det for p > 1 giiller att

k(k+1) p+1

Induktionssteg: Vi ska visa att

p+1 1 pt1
= k(k+1) p+2
Viansterledet ar
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vilket enligt TA ar lika med
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Om man ser att téljaren dr lika med (p + 1) kan man férkorta bort en faktor (p + 1) och fa
(p+1)/(p+2), vilket dr hogerledet. Om man inte ser detta kan man istéllet forlinga hogerledet
med (p+ 1) for att f& samma ndmnare som vénsterledet, vilket ger

(p+D+1) _ pP’+2p+1

B = o e+ " i D12

vilket dr lika med vénsterledet. Bada metoder ger att hogerled &r lika med vinsterled, vilket full-
bordar beviset.

. En geometrisk talfoljd ai,as, ... r sadan att a; = 18 och as = 6. Avgor om serien

00
> a
k=1

ar konvergent, och bestdm i sa fall dess summa.

(6p)



Losning Serien dr geometrisk, sa kvoten mellan tva pa varandra féljande termer &r alltid densamma.
Denna kvot ¢ kan beréknas genom ¢ = ag/a; = 6/18 = 1/3. Eftersom [1/3| < 1 foljer det att serien
ar konvergent. Enligt formel &r summan

. Bevisa integreringsregeln for partiell integration: [ f(z)g(z) dz = F(z)g(z) — [F(z)¢'(z) dx
(ddr F(z) &r en primitiv funktion till f(z)).

Losning Se boken.

. Bevisa areaformeln A = f;(f(x) —g(x)) dz, dir A #r arean mellan kurvorna y = f(z) och y = g(z)
och de réta linjerna = a och x = b, givet att f(z) > g(x) pa det aktuella intervallet.
Losning Se boken.

(4p)



