Lésningsfirslag till tentamen ©« MVE426/MVE}25/MVEG40 2025-08-17

1 Uppgift 1

Uppgift: Derivera foljande funktionsuttryck med avseende pa x. Ange vilka deriveringsregler du anvéander

och var i dina kalkyler de anvénds. Svara pa enklast majliga form.
3 _
(a) 962 sc (b) In(sin(z?)) (c) z(1 + z) arcsin(x)
—x

Losning:

a) D [x - x} _ [kvotregeln] — (322 —1)2—2) — (2% — 2)(-1) _ (322 —1)(2 — ) + (2% — 2) _

2—x (2—12)2 (2—12)?
62?2 —2-3x tao+a®—x  2—2®+32°—-1)  2(a’—322+1)
B (2-2)? - 2-22 (2-2)?

b) D [In(sin(z?))] = [kedjeregeln] = @ cos(2?)2zx = 2z cot(z?)

¢) D[z(1+z)arcsin(z)] = D [(z + 2°) arcsin(z)| = [produktregeln] =

= (1 + 22) arcsin(z) + (z + 2?) = (1 + 2z) arcsin(z) + —= =

1
V1—2z2

= (1 + 2z) arcsin(z) + = i i_ i
Svar:
o ST GRS o :
2) D [ 2 —x } R b) D [In(sin(z?))] = 2z cot(z*)
¢) D[z(1+ z) arcsin(z)] = (1 + 2z) arcsin(z) + x 1 i_ i

2 Uppgift 2

Uppgift: Betrakta kurvan y = e~*". Bestdm ekvationerna for kurvans tangent och normal i punkten dér z = 1.

Losning: For kurvan y = f(x) giiller att tangenten i punkten dér x = @ har ekvationen

yr = f(a) + fa)(z —a). (21)
Vi har
flz)=e" 2.2
fl(x) =e " (-22) = -2z " (2.3)
si for a = 1 giller att
flay=5() e =1
(@) 2

J(a)=1(1) S —aet = -

och fran (1) har vi dérfor att den efterfragade tangentens ekvation ges av
1 2
=-——(z—-1).
yr c e ( )

Nir f/(a) # 0 ges normalens ekvation (for kurvan y = f(x) i punkten dér = = a) av
yn = fla) = 77—

sa den efterfragade normalens ekvation ges av
1 e
= — — — 1
YN . + 5 (x )

1 2 1
Svar: Tangentens ekvation ér yr = — — = (z — 1) och normalens ekvation &r yy = — + g (x —1).
e e e

1
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3 Uppgift 3
3

Uppgift: Bestdm stérsta och minsta vérde for f(z) = cos(z)e® pa intervallet [—, 2X].

Losning: Funktionen

(@) = cos(z)e®, Dy = [—77, ?’ﬂ

ar kontinuerlig pa det slutna intervallet [—7r, %’r] Satsen om storsta och minsta virde ger dérfor att f(x)
antar ett storsta och minsta virde pa [—, 2T ].

Kandidater till storsta och minsta véirde &r randpunkter, singuldra punkter och kritiska punkter. Rand-
punkterna &ar x € {—7r, 37”} med

fem = 1 (5) o (3.1)

Dessutom géller att

f'(z) = —sin(x)e” + cos(x)e” = (cos(z) — sin(z))e®, Djp = <7r, 3;)

sa singuldra punkter saknas. De kritiska punkterna ges av
e”>0

f'(#)=0 < (cos(z)—sin(z))e® =0 <= cos(z)=sin(z) & =x€ % +nm,n e’

vilket ger oss tre kritiska punkter via

eD = = 31 =2 51
x ! xr, = 1 ) 4’ T2 = 4
med 5 3 1
f (-I) = cos <—I> e = —ﬁe_% . (3.2a)
a 1 us
f (%) = CoS (%) ed = 7261 . (32b)

571’ 57T 51 1 57
f (4) = cos (4) el = —Ee . (3.2¢)

Det storsta virdet funktionen antar ges av det enda virdet som &r storre dn noll i ekvationerna (8I) och

(82) X
= max f(z) = e

€Dy \/§

och det minsta viirdet ges av det negativa virdet med storst exponent (e > 2,7 > 3):

. 1 sx
min f(z) = ———=e+
i f(@) = -
Svar: min f(x) ! ¢ och ma flx) ! et
var: mi =—— X = —e*.
z€Dy V2 €Dy V2
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4 Uppgift 4

Uppgift: Skissa grafen till en funktion f(x) som stdmmer dverens med nedanstaende teckenschema
for dess derivata och andraderivata. Markera i figuren var funktionen har lokala extrem-
punkter, terasspunkter respektive inflexionspunkter.

T <|0l<]l|<|2|<|3|<|4|<
F@ - -Jo[+ [+ [+[0[=[0][+
Fl@ [+Jo[-[=[-Jo[+[+[+[0][+
Losning (valfritt mellansteg):
T < 0 < 1 < 2 < 3 < 4 <
F@ - - [0 [+ +[+[ 0o [=-T0 [+
Fay [+ 0 |- — o [+ [+ 0 [+
f@) | C Lo DS e | e | O e | S
Svar:
y

Lok. max

S

Inflexionspunkter / \

/N

Terasspunkt

<4— Lok. min

5 Uppgift 5

23

Uppgift: Betrakta funktionen f(z) = — T
22 —

(a) Bestédm definitionsméngden och eventuella lodrita asymptoter till kurvan y = f(x). Motivera vél!
(

b) Bestédm eventuella vagrita och/eller sneda asymptoter till kurvan y = f(z).

)
)
(c¢) Bestidm eventuella kritiska punkter och gor ett teckenschema for derivatan.
(d) Avgor i vilka intervall som kurvan y = f(x) dr konvex respektive konkav.

)

(e) Skissa kurvan y = f(x). All information fran foregaende deluppgifter ska tydligt framga av grafen.

Losning:
a)
223 223
1) 22-1 (x+1)(z—-1) ! VL
Eftersom
20°>0 di >0 och 22°<0 di <0 (5.1)
samt

?—-1—=0", da z—1" ochda z— —1~

22-1—-0", dd z—1 ochda z— —1F
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géller att
2%‘3 o + o +
f(z) = — T dda x—1" ochda z— —1
22 _
2a° . _ . _
flz)=— ——o00 da z—1" ochda z— -1
72 —

= z = 1 dr lodrét asymptot till y = f(z) dd 2 — 1 och x = —1 &r lodrdt asymptot till y = f(z) dd 2 — —1.

b) Fér sned asymptot y = kx + m betraktar vi

222 2
f(a:): T - — 2=k, daz— too
x r2—-1 1-—%
223 223 — 2x(2% — 1) 2z 2 .
f(x)—kx:$2_1—2x: o] :xz—lzx—i - 0=m, daz— *oo

= y = 2z #r sned asymptot till y = f(x) d& z — +oo.

c)
_ 62?(2? —1) —223(22) 22t — 627  22%(2® - 3)

FO=""w oy e @y

Dy &r ett 6ppet intervall, sa randpunkter saknas. Dy = Dy, sa singuléira punkter saknas. Kritiska punkter:

F@)=0 & 2*2*-3)=0 < ze{0,+V3}

s& o € {0,4+/3} dr kritiska punkter.
Tecknet pa f'(x) bestéims av faktorn (22 — 3):

f(x)>0,da x€D; och 22>3 & x€(—o00,—V3)U(V3,00)
Pss f/(z) <0da z € (—v3,v3) \ {£1}.

Teckenschema:
—V3 -1 0 1 V3
f() + 0 - 31 -Jo] =121 -1 0 |+
fl@) | AT 33 N 2 INJOINTAIN]3VE ]
med f(0) =0 och f(£v/3) = £3/3.

d)
f"(x) >0 = f(z) dr konvex, och f”’(z) < 0= f(x) &r konkav.

Fi(a) = d [23@4 - 63:2} _ (823 — 122) (22 — 1)% — (22* — 622)2(2® — 1)22 _
dz | (22 —1)2 (22 —1)*
(82 —12x)(2? — 1) — 4z (22" — 622) iz (222 —3)(2? — 1) — (22" — 622)
(z2 —1)° (x2—1)3
:4362334—53024-3—2954—&—6332:496 2+ 3 :4;10(302—1—3)
@1 @1~ @1

dér faktorn (2% + 3) > 0 for alla © € Dy. Tecknet pa f”(z) sitts dérfor av faktorn @z, med
22 —1>0 da z € (—o0,—1)U(1,00) och ?—1<0 da ze(-1,1).
Alltsa har vi
f"(z)>0 & x€(-1,00U(l,00)UDy

och

[(z)<0 & z€(—00,—1)U(0,1)UDy.
Vi har dven att de &ndpunkter pa intervallen ovan som tillhér D réknas med i intervallen for var f(z)
ar konvex respektive konkav. Alltsa har vi att f(z) &r konvex da = € (—1,0] U (1, 00) och konkav da = €

(00, —1) U0, 1).
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Figure 1: Kurvan y = f(z). Asymptoterna ges av = 1 och y = 2z. Funktionen &r udda: f(—z) = —f(x).
De lokala extrempunkterna ges av (—v/3, —3v/3) och (v/3,3v/3). Punkten (0,0) #r en terasspunkt.

Svar:

a) Dy =R\ {1}, z =1 &r lodrét asymptot till y = f(x) d& £ — 1 och x = —1 &r lodrdt asymptot till
y=f(z)daz— —1.

b) y = 2z &r sned asymptot till y = f(x) da 2 — +o0.

)
¢) x =0 och z = ++/3 #r kritiska punkter. For teckenschemat, se 16sningen ovan.
d) f(x) ér konvex da = € (—1,0] U (1, 00) och konkav da x € (—oo, —1) U [0, 1).

)

e) Se figur M.

6 Uppgift 6

Ett par polaroidglaségon har gatt sonder och en student haller upp de tva glaslinserna i en réat linje, den
ena efter den andra, mot solljuset. Mangden ljus som flodar igenom linserna beror pa hur de &r roterade
relativt varandra. Om den relativa vinkeln mellan dem &r 6 ges méngden ljus I som kommer igenom av
I = I,(cos0)?/2, dér I, &r den infallande ljusstyrkan. Hur snabbt och i vilken riktning vrider studenten pa
den ena linsen, om den andra é&r stilla, ljusflddet minskar med en hastighet som motsvarar en halvering pa
en sekund, och den relativa vinkeln mellan de tva linserna dr /4 radianer?

Losning: Implicit derivering m.a.p. tiden av

cos? 6

I
1, 2

ger
d[I . , , 1 d[1I
—_ | — | = — = | — . .1
dt {IO] (cosfsin0)6" < 0 cos fsin § dt {IJ (6.1)

D4 det giller att 6 = /4 och & [é} = —1 giller att

(=) 1 1
= —— _— :1
S ( 2)

Svar: Den relativa vinkeln 6kar med 1 radian per sekund.
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