Lésningsfirslag till tentamen ©« MVE426/MVE}25/MVEG40 2025-04-11

1 Uppgift 1

Uppgift: Derivera foljande funktionsuttryck med avseende pa x. Ange vilka deriveringsregler du
anvinder och var i dina kalkyler de anvinds. Svara pa enklast mojliga form.

(a) (14 2?)arctanz (b) \/cos(x/2) (c) In <32_ x)
x
Losning:
2
a) D [(1+ 2”)arctanz] = [produktregeln] = 2z arctan z + T 2x arctanz + 1
b) D [ cos(x/Z)] = [kedjeregeln] = ;(f sin(as/2))1 = __sin@/?)
2+/cos(z/2) 2 4+/cos(x/2)
¢) D|ln S| [kedjeregeln] = 2 D ] [kvotregeln]| =
2z N Jeres N or | LFYOMOS N
2x —1(2z) — (3 —x)2 2z (—6) 3
= X = X =
3—x 422 3—x  4da?  z(x—3)
Svar:

a) D [(1 + 2?) arctanx] =1+ 2zrarctanx b) D [\/m] _ sin(xz/2)

1255 -

2 Uppgift 2

1

———— . Bestém ekvationerna for kurvans tangent och normal i punkten
In(z) — In(x?)

Uppgift: Betrakta kurvan y =

dir z = e2.

Losning: For kurvan y = f(x) giiller att tangenten i punkten dir x = @ har ekvationen

yr = f(a) + f'(a)(z —a). (2.1)
Vi har
1 1 1
f) = In(z) — In(2?) B In(z) — 21n(z) Y (22)
Fa) = (1P Gy X 3 = i 23)
sé for a = e? giller att
(2=23) 1 1 1
fla)=f(e*) = 7111(62) T 2Ine 2

(3) 1 1 1

f'@) = () e2[In(e?))? B e2[2Ine]?  4e?

och fran (1) har vi dérfor att den efterfrigade tangentens ekvation ges av

11 ,
yT:—§+@(x—e )
Nir f/(a) # 0 ges normalens ekvation (for kurvan y = f(x) i punkten dér = = a) av
1
yn = fla) = =z —a)
f'(a)
sa den efterfragade normalens ekvation ges av
1 2 2
ynv = —= —de“(z —e%).
2
N 1 1 2 Lo 1 2 2
Svar: Tangentens ekvation &r yr = ~5 + 4—2(33 — e”) och normalens ekvation dr yy = 5 de*(x — e”).
e

1
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3 Uppgift 3
Uppgift: Bestim storsta och minsta viirde for f(z) = z(2z + 3)el®! pa intervallet [~3/2, 1]. (Tips: e ~ 2.7.)

Losning: Funktionen
fl) =22z +3)el, Dy =[-3/2,1]

dr kontinuerlig pa det slutna intervallet [—3/2,1]. Satsen om storsta och minsta virde ger dérfor att f(x)
antar ett stérsta och minsta vérde pa [—3/2,1].
Kandidater till storsta och minsta véirde &r randpunkter, singuldra punkter och kritiska punkter. Rand-
punkterna &r x € {—3/2,1} med
F(=3/2) =0, (1) =5e.

Dessutom giller att

B (222 +3z)e®, x>0
f(l') - { (2.’1)2 + 3:1;)6—:1}’ z<0 ) (31)
N Fla) = (4 + 3)e® + (222 + 3x)e® = (222 + Tz + 3)e®, x>0
T @z +3)e ™ — (222 4+ 3z)e = (222 + 2 +3)e” ", <0
och eftersom
li ! =3=1 ! 3.2
i /@) =3= lim_ '(x) (3:2)
giller att f(x) &r deriverbar i x = 0. Vi har Dy = (—3/2,1). Darfor saknas det singuléra punkter.
De kritiska punkterna ges av f’(z) = 0. Eftersom e* > 0 har stker vi 1osningar till
(222472 +3)=0, x>0,
(—222 +2+3)=0, z<0.
(vi vet redan att f/(0) =3 #0). For > 0 har vi
7 3 7\’ 3, 49 25
202+ T2 +3=0 & P+-z=-- & —] =—4+ ===
v rhgr=Ty <x+4> 216~ 16
7.5 1
&S r=—-4 - = xr1=—-<0, 20=-3<0 = Il,IQ}O
4 4 2
s& vi har ingen 16sning till f/(z) = 0 i intervallet dér > 0. For « < 0 har vi
13 1\ 3 1 25
— 2 — 2 - — — — - — —_ = _ =
22°+2z+3=0 & = 57 =35 & <:c 4> 2+16 6
1. 5 3
&S r=-+ - = x1==>0, x2=-1<0 = Zlfo, To <0
4 4 2
sa vi har en 16sning, x = —1, till f'(x) = 0 i intervallet dir = < 0. Vi har alltsa att © = —1 &r en kritisk
punkt, med
=1 = —e.

Eftersom e > 0 har vi att

f(=1)=—e < f(=3/2) =0 < f(1) = 5e.

Svar: mi = —e och = be.
var xrrelglf f(z) e oc ig%}; f(x) = be
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4 Uppgift 4 y

Uppgift: Figuren till hoger illustrerar grafen till en
funktion f(x). Gor ett teckenschema for
funktionens derivata och andraderivata.

Svar:
<|l]<|2]|<|3|<|4]|<
)y oA +][o] -0 [+]+]+
Fa) [0 [F|=[o[=| =<0+

5 Uppgift 5

2 — 2
Uppgift: Betrakta funktionen f(z) = 37962
— —x

(a) Bestdm definitionsméngden och eventuella lodrita asymptoter till kurvan y = f(x).
Motivera vall

(b) Bestdm eventuella vagrita och/eller sneda asymptoter till kurvan y = f(x).
(c) Bestdm eventuella kritiska punkter och gor ett teckenschema for derivatan.
(d) Avgor i vilka intervall som kurvan y = f(x) #r konvex respektive konkav.

)

(e) Skissa kurvan y = f(x). All information fran féregaende deluppgifter ska tydligt
framga av grafen.

Losning:
a)
2 — 22
Eftersom
lim (2 -2%) = -1
z—+vV3
och
3-2%) =0, da z—+V3" ochdi z— —V3~
(3—2%) =07, da =z —+v3" ochda z— —V3"
géller att
2 _ 2
f(x):37x2—>oo di = —+V3T ochda z— —V3"
—x
2 — a2 . _ . 4
f(a:):?)_x2—>—oo di = — V3" ochdda z— —V3
= 2 = /3 &r lodrit asymptot till y = f(z) dd  — /3 och z = —+/3 ir lodrit asymptot till y = f(x) da
x — —/3.
b)

Da f(x) &r en rationell funktion med polynom av samma grad i bade ndmnare och téljare undersoker vi
om det finns nagra vagriata asymptoter via
f() 2 — 22 2/.1‘2—1 z—too 0—1
Xr) = = —
3—22 3/x2-1 0—-1

1

= y = 1 dr vagrit asymptot till y = f(x) da © — £oo. Vi noterar dven att eftersom det finns en vagrit
asymptot bade da x — oo och da * — —o0, sa saknas sneda asymptoter.

3
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oy & 223 —a?) — (2—a?)(—22) -2
f (LU) - (37‘%2)2 - (£E2 _ 3)2 (52)

Dy &r ett 6ppet intervall, sa randpunkter saknas. Dy = Dy, sa singuléira punkter saknas. Kritiska punkter:

f(x)=0 & —20=0 & x=0,

sa x = 0 4r en kritisk punkt.
Tecknet pa f’(z) bestims av polynomet i téljaren i (6), —2z, ty ndmnaren (2? — 3)? > 0 fér x € Dy.
Vi har =22 > 0 da x < 0 och —2z < 0 da z > 0. Alltsa géller att

f'(x) >0, 2 € (00,0 \ {~V3}
fl(2) <0,z € (0,00)\ {V3}

Teckenschema:
x —/3 0 V3
@+ & [+]0[-]F]-
OIEdEERVAP BN ERRN

med f(0) =2/3.
d)
f"(z) >0 = f(z) & konvex, och f”(x) <0 = f(x) dr konkav.
) —2(x? —3)? — (—22)2(2* — 3)2z  —2(2* —3) +8z%  6(z*+1)
= (22 —3)4 - (2 —3)3 - (x2 —3)3
diir téljaren karaktéiriseras av 6(z? + 1) > 0 for alla € Dy. Tecknet pa f”(x) sétts dérfér av niimnaren,
(2% — 3)3:
f2)>0 & @2-3°>0 o (@?=3)>0 < 22>3 < e (—o00,—V3)U (V3 )
Pss erhalls

f(x)

f'(x) <0 & ze(—V3,V3),
och de identifierade 6ppna intervallen técker hela Dy, sa inga &ndpunkter &r med i intervallen for var f(z)
ar konvex respektive konkav.

e)

y=flx]
Asymptot

Figure 1: Kurvan y = f(z). Asymptoterna ges av 2 = v/3, z = —/3 och y = 1. Den lokala extrempunkten
(ett maximum) ges av (0,3/2).
Svar:

a) Dy = R\ {£V3}, 2 = /3 &r lodriit asymptot till y = f(x) dd * — /3, och = —/3 &r lodrit
asymptot till y = f(z) da z — —+/3.

b) y =1 &r vagrit asymptot till y = f(z) dd x — +o0.

¢) = =0 &r den enda kritiska punkten. For teckenschemat, se losningen ovan.
d) f() &r konvex da = € (—o00, —v/3) U (v/3,0), och konkav d& z € (—v/3,/3).
e) Se figur M.
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6 Uppgift 6

En myra som kryper uppfor ett grisstra betraktas uppifran genom ett forstoringsglas. Om myran &r pa ett
avstand S fran forstoringsglaset kan forstoringen beskrivas genom att bilden av myran effektivt &r pa ett
avstand Sy fran forstoringsglaset, dér 1/S7 +1/S52 = 1/f och f &r fokallingden pa linsen i forstoringsglaset
(en konstant). Sig att myran kryper réitt mot forstoringsglaset med en hastighet om 1 cm per sekund, och
befinner sig pa ett avstand om 10 cm fran férstoringsglaset. Med vilken hastighet &ndras da bildens position
So, om fokalldngen pa forstoringsglaset dr 20 cm?

Losning: Implicit derivering m.a.p. tiden av

1 1 1
- = 6.1
S1 S f (6.1)
ger
S8 S25]
e S S O o= Sl — 2~1
S 83 ? S?
Vi har dven att
) & —-—1-1 o -1 (6.2)
S [ S TI-1 '
sa det géller att
5251 S S
éz*z‘;(g)iQ 111 2:75 : 2 (6:3)
' st(i-%) (-1
Myran kryper med en hastighet om 1 cm per sekund mot forstoringsglaset, sa 57 = —1 (avstandet S;
minskar). Inséittning av S1 = —1, f =20 och S; =10 i (E33) ger
—1 1
g———D 4.

6-1° G-v°

Svar: Bildens position Se &ndras med en hastighet om 4 cm per sekund.



	Uppgift 1
	Uppgift 2
	Uppgift 3
	Uppgift 4
	Uppgift 5
	Uppgift 6

