Lésningsfirslag till tentamen ©« MVE426/MVE}25/MVEG40 2023-03-18

1 Uppgift 1

Uppgift: Derivera foljande funktionsuttryck med avseende pa x. Ange vilka deriveringsregler du anvéander
och var i dina kalkyler de anvénds. Svara pa enklast majliga form.

(a) % (b) (Inz)vinz (c) cos(arcsin[v/1 — z2])
Losning:
[@? + 22 —2] e+ 2)(z—1)— (2 +22—-2) 2*—2z z(z-—2)
a) D :c—l} = [kvotregeln] = -1y T w12 (w1
b) D _111:5\/1117} =D [(lnx)g/z} = [kedjeregeln] = ;(lnx)l/zé = @

c) D :cos(arcsin[\/ 1- xQ])} = [kedjeregeln] =
= —sin [arcsin[\/ 1-— 1132]} ! 1(1 —2?)V2(—2z) =

Ve a ey - B o ®

Va? 2 Va2 el
Svar:
a) D {332 —;—ixl— 2} _ ﬁ,x—_l?g b) D [lnx\/ﬂ} _ 3\21;7 c) D [ms(arcsin[ﬂ])} = %

2 Uppgift 2

Uppgift: Bestim den punkt pa kurvan y = v/2x°% + 1 i vilken kurvans tangent gar genom origo. Ange dven
ekvationen for sagda tangent.

Losning: For kurvan y = f(x) giiller att tangenten i punkten dir x = ¢ har ekvationen

yr = f(a) + f'(a)(z — a) (2.1)
Vi har
fl@)=+v2r3+1 (2.2a)
flo) = () = 220
a1 ) T Va1 (22)

och for att tangenten i punkten (a, f(a)) ska ga genom origo kriivs

(=)

yrl,_o B f@) + f@(-a)=0 & fo)=af( B oy s P

s 200+41=3d & 1= < a=1

och vi har

fy=v3, f)=v3 = yr=V3+V3x-1)==aV3.
Svar: Punkten #r (1,v/3) och tangentens ekvation ges av yr = /3.

3 Uppgift 3

Uppgift: Bestdm storsta och minsta virde for f(z) = e®|z — 1| pa intervallet [—1,6/5]. (Tips: e & 2.7 och
el? ~3.3.)

Losning: Funktionen
f(@) =e*le—1], Dj=[-1,6/5]
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dr kontinuerlig pa det slutna intervallet [—1,6/5]. Satsen om storsta och minsta virde ger dérfor att f(x)
antar ett stérsta och minsta virde pa [—1,6/5].

Kandidater till storsta och minsta vérde &r randpunkter, singuldra punkter och kritiska punkter. Rand-
punkterna #r x € {—1,6/5} med

f(=1) =21, f(6/5) = %66/5 =0.2¢12.

Dessutom giller att

e”( Fla) = eflx—1)+e*=ze®, z>1
e(l—x), =<1’ Sl ef(l—z)—e"=—xe”, z<1

= fl@) =lzle”, Dy =(-1,6/5\{1}

vilket ger att © = 1 &r en singuldr punkt, med

De kritiska punkterna ges av

med

Eftersom e ~ 2.7 och e'2 ~ 3.3 har vi att

F(1) =0< f(6/5) ~ 0.66 < f(—1) ~ 0.74 < f(0) =1

Svar: mi =0 och =1
var mrg}jnf flx) oc ;Ielab); f(x)

4 Uppgift 4

Uppgift: Skissa grafen till en funktion f(x) som stdmmer dverens med nedanstaende teckenschema
for dess derivata och andraderivata. Markera i figuren var funktionen har lokala extrem-
punkter, terasspunkter respektive inflexionspunkter.

T <|0|l<|1l|<|2|<|3|<]|4)|<
o o[ +]o [ - -[-]0o |+ [+]+
F@ [ F[o[+ [+ F][0]-[-[-J0[~
Losning (valfritt mellansteg):
x < 0 < 1 < 2 < 3 < 4 <
@ -0 [+ 0 [ - —[-10 [+ + [+
F@ 1+ [0 [+ + [+] 0 [~ [0 [+
ORIEFOIEAF IO RIFCOIR O P
Svar:
" ks,
YO !
¢ zﬂago«s('
/SR
¢ &Qaf,)@gs leﬂi&(‘,/’ 4
x} [} I3 | SN
e e
terasspunlet- e




Lésningsfirslag till tentamen ©« MVE426/MVE}25/MVEG40 2023-03-18

5 Uppgift 5
_ 223 + 422

Uppgift: Betrakta funktionen f(z) = s
2 —
a) Bestdm definitionsméngden och eventuella lodréita asymptoter till kurvan y = f(z). Motivera vil!

b) Bestédm eventuella vagrita och/eller sneda asymptoter till kurvan y = f(x)

(a)

(b)

(¢) Bestidm eventuella kritiska punkter och gor ett teckenschema for derivatan.

(d) Skissa kurvan y = f(x). All information fran foregaende deluppgifter ska tydligt framga av grafen.
) .

(e) Bestim, for varje viirde pa konstanten C, antalet 16sningar till ekvationen f(x) = C
Losning:
a)
223 + 422
f(x):ﬂ = Dy =R\ {+2}
Pa Dy kan funktionen férenklas:
fa) 223 + 42? 222 (x + 2) 222 (5.1)
T) = = = .
x2—4 (z+2)(z—2) =z-—2
2 2
flz) = xf2 — oo, dax—2*t
2 2
f(x):xi2 — —o00, da x—27
= x = 2 #r lodrdt asymptot till y = f(z) da = — 2.
Vi noterar att det inte finns nagon lodrét asymptot da z — —2. Istéllet géller att
. . 222
acl—1>rr—12f(x) - x1—1>H—12 x—2 =2
b) Fér sned asymptot y = kx + m betraktar vi
2 2
f(x): ro_ T — 2=k, diz— £oo
z r—2 1-3
212 4x 4 B
f(x)—kx:x_2—2x=$_2:1_% — 4=m, diz— tco
= y = 2x + 4 &r sned asymptot till y = f(z) d& z — +oo.
¢)
@) dr(x —2) — 222 2x(x —4)
f/(.I) = 2 = 2
(z—2) (x—2)
Dy &r ett 6ppet intervall, sa randpunkter saknas. Dy = Dy, sa singuléira punkter saknas. Kritiska punkter
& zz—-4)=0 & 2€{0,4}

fi(x)=0

sa x € {0,4} dr kritiska punkter.
Tecknet pa f'(x) bestdms av de tva faktorerna i z(z — 4):
v<0 < x<0

/ . x>0 o
f'(x)>0,da ze€ Dy och {x>4 & >4 samt da {x<4

= f'(x) >0daz € (—00,0) U (4,00) \ {—2}.
Pss f(z) < 0da z € (0,4)\ {2}.
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Teckenschema:
x -2 0 2 4
@+ d[+]o]-T3][-T0]+
f@ [ T3 70N\ A\ J16]
med f(0) =0 och f(4) = 16.
d)
o
20 - i y=f[x]
: Asymptot
-20 - 3

Figure 1: Kurvan y = f(z). Asymptoterna ges av x = 2 och y = 2z + 4. Notera att —2 ¢ D;. Punkten
(=2, —2) &r dérfor inte en punkt pa kurvan. De lokala extrempunkterna ges av (0,0) och (4, 16).

Svar:
a) Dy =R\ {£2}, x = 2 &r lodrét asymptot till y = f(z) da z — 2.
b) y = 2x + 4 #r sned asymptot till y = f(z) d& © — +oo.

d

)
)
¢) x =0 och & = 4 #r kritiska punkter. For teckenschemat, se 16sningen ovan.
) Se figur M.

)

e) Av grafen utlises att ekvationen f(z) = C har fsljande antal l6sningar:

C > 16 = 2 losningar
C=16 = 1 l6sning
0<C <16 = ingen losning
C=0 = 1 l6sning
—2<(C<0 = 2]losningar
C=-2 = 1 l6sning
C< -2 = 2 l6sningar

6 Uppgift 6

En pinne som delvis dr nedsénkt under en vattenyta ser bojd ut pa grund av att ljusets brytningsvinkel
dndras vid 6vergangen mellan tva material (s.k. refraktion). Sambandet ges av nj sinfy = ngsinfy, dér 64
dr infallsvinkeln, 6, #r utfallsvinkeln och n; och ny dr materialkonstanter (olika brytningsindex). Ség att
ett barn leker med pinnen och vrider den s att infallsvinkeln &indras med 1/+/2 radianer per sekund. Hur
snabbt &dndras utfallsvinkeln da infallsvinkeln &r 7/4 radianer? Antag att ny/n; = 3/4 och att utfallsvinkeln
ar storre dn noll och mindre &n /2 radianer.

Losning: Implicit derivering m.a.p. tiden av
nysinf; = ng sin Oy (6.1)

ger

3 ’
ny cos(01)0] = na cos(02)6) cogfaz0 0y = m cos(01)61

ng cos(fz)
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dér vi har anvént 62 € (0,7/2). Med det foljer &ven cos s > 0:

©2) nycos(01)0; &M nq cos(61)6] 01 =m/4 B 4 cos(m/4)0]

o e | o | e
? T2 1_Sin292 Ny 1_(nzsin91>2 n2/n1:3/4 /1 — (45111(77/4))2

no 3

_ 0,4/\/2 _ 0:2+/2 _ 0,2v/2 _ 9/12\/52 [3/1 _ 1/\/5} —92.
2 _ 8 1
31— (42)° 315 3y/%

Svar: Utfallsvinkeln #ndras med 2 radianer per sekund.
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