Chalmers tekniska hogskola Datum: 2025-02-11 kl. 14.00-18.00

Tentamen Telefonvakt: Adam och Carl-Joar
MVET10, MVE730, MVE425,
MVE426, MVE640, MVE641 Telefonnummer: Ges av korridorvakt

Matematik del B, Tekniskt basar

Tillatna hjélpmedel: Penna, sudd, linjal, pennvéssare.

Max poédng: 50 poéng.
Betygsgranser (inklusive bonuspoing): betyg 3: 20 p. betyg 4: 30 p. betyg 5: 40 p.

Till samtliga uppgifter skall fullstdndiga l6sningar inldmnas. Endast svar ger inga poéng.
Motivera och foérklara sa bra du kan.

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlistan och pa inldmnade papper. Borja varje ny
uppgift pa ett nytt svarspapper.

1. Betrakta funktionen
B 2+ 3
o —1"

()

Bestdm funktionens invers f~!, samt ange inversens defini-
tionsmangd Dg-1 och virdeméangd Viy-1.

Losning:
Vi ser direkt att f har definitionsméngd Dy = R\ {1}. Sa for
x # 1 finner vi inversen:
2 +3
-1
ylr—1)=2x+3
yr—y —22—3=0
x(y—2)=y+3
_yF3_
= m =

y:

)

X

Dirmed #r inversen f~1(y) = g—f‘;’ Observera att definitions-
méngden for f~ dr Dy = R\{2}. Vi har ocksd V-1 = Dy =
R\ {1}.

2. Funktionsgrafen till funktionen f(z) = Cek* dir x € R, gar
genom punkterna (0,1) och (1,10). Bestam parametrarna C
och k. Med dessa parametervérden, 16s f(x) = 5.

(6p)

(3p)

Var god vand.



Léosning: | punkten (0, 1) har vi alltsa att x = 0 och f(x) = 1.
Det ger oss
Ce'=1 = C=1.
Nésta punkt pa funktionsgrafen ar (1,10), som ger
10 = Ceft = e,

Alltsa maste k = In 10. Med dessa vérden ska vi 16sa f(z) = 5,

d.v.s.
e(lnlO)-w =5
Da vi logaritmerar hoger- och véansterled far vi 1n 10 = In 5.

Alltsa far vi svaret
Inb5

SERETET)S

3. (a) Skriv talen z; = v/3 41 och 23 = 2 — 2v/3i pa polér form,
och multiplicera dem sedan. Produkten ska anges i polar
form.

(b) Los ekvationen 2%+ 64 = 0. Ange ldsningarna i rektangu-
lar /ratvinklig form.

Losning:

(a) Vi rdknar ut absolutbelopp och argument for de tva talen:

V3+i=v3+1=2

are(v/3 + i) — arctan (%) — /6

respektive

2 — 2V/3i| = /22 + 223 =4
—2V/3
arg(2 — 2v/3i) = arctan (T\/_> = —7/3.

Detta ger oss produkten
21 29 = 26"/0 . 4em/3 = gm0,

(b) Vi skriver om som 2% = —64. Hogerledet kan skrivas pa

polér form som 64(cos(m)+isin(w). Sa for z = r(cos(f) +
isin(0)) géller
=64 =r=2
T+ 21k
6

60 =7+ 21k = 0 = , k=0,1,...,5

(3p)

(3p)



[ rektangulér form far vi, for K =0,1,2,3,4,5
20 = 2 (COS% +isin%> = \/g—l—z',
21 =2 (cosZ +z’sing> = 21,

os——|—zs1n€) \/_—|—z

=2(s
(cos——l—isin%) = V31,
R

2

| |
N

2

. 3T :
os— + 2 sin 7) = —2,

11 11
25 = 2 (cos%—l—z’sin%) =3 —i.

4. Los den komplexa ekvationen 22 — z — 4iz — 54 5i = 0.

Lésning: Vi kvadratkompletterar:
22—z —4iz—5+5i=0
—(1+4i)z—(b—51) =0

ya
1+ 44\ 1+ 4i\> .
(- L8 (LY

1+4i\> —15+8 20— 20i 0
Z P — —_— p—
2 4 4
1+4i\* 5-12 .
z — — =
2 4
Lat
1+ 4
— 1
W=z 5 (1)
och 10s ekvationen
— 122
2
— ) 2
w == 2

Delar vi upp w i real- och imagindrdel genom w = a + b
erhaller vi ekvationen w? = a? — b* 4+ 2iab = (5 — 12i)/4.
Genom att real- och imagindrdelarna maste vara lika far vi

ekvationssystemet
2 12 _5
a” — b =1
2ab = —3



Vi tar ocksa hjélp av beloppet |w| av ekvationen (2)) ovan:

5\ 2 12\ 2 25 13
2 2 2 e -~ — - - __
|w|a+b¢<4)+(4> NI

Alltsa, tillsammans med 2ab = —3 fran ekvationssystemet
ovan har vi

a? — b = PN 2a2:% PN a2:§
a4+ b* = L a4+ b* = L V=1
Alltsa ar antingen a = 3/2 och b = —1, eller a = —3/2

och b = 1. Sétter vi in detta i for att aterfa z, sa erhalls
16sningarna,

— ot

B +1+42’_3 .+1+4i_2+.
21 = W1 9 —2 (] 5 = ]
+1+4z’ 3+.+1+4i 1+ 3i
2 9 9 9

. Bestam exakt
(a) sin(—15°)
(b) cos(195°)

Losning:

(a) Vi rdknar

sin(—15°) = sin(30° — 45°) = sin 30° cos 45° — cos 30° sin 45°

11 V31 1-3
2v2 22 22

(b)

(3p)

cos(195%) = cos(180° 4 15°) = cos 180° cos 15° — sin 180° sin 15°

= —cos 15°

= — cos(45° — 30°)

= — (cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30°)
V341

57

6. Los



Losning:

(a) Skriv forst om ekvationen sa att det dr antingen bara sin
eller bara cos. Det kan alltsa se lite olika ut beroende pa
hur vi borjar. Men vi anvénder att cos(mw/2 — x) = sin(x)
den har gangen. Da far vi

cos(bv) = sin(4v) = cos(mw/2 — 4v)
vilket har losningarna

bv=H(r/2 —d)+2r-k, keZ
Vi delar upp detta i respektive fall:

Sv=mn/2—4v+2nk, kel
bv=—7/24+4dv+ 2k, ke

W =n/2421k, ke
<~
v=—-7/2427k, k€EZ

v=mn/18+271k/9, k€Z
—
v=—n/2427k, k€EZ

Detta ar svaret. Det ar en losningsméangd, och den kan
skrivas pa nagra olika sétt.

(b) Vi kan skriva om och far

2 cos® () + 6 sin?(x)
2(1 — sin®(z)) + 6sin’(x)
)
)

I
o W ot ot

2

4 sin”(x

sin?(z

>

sin(z) = +

Da sin(z) = \/73 far vi losningarna x = § + 27k och & =
%”4—27#@ dér k € Z. Dasin(zx) = —\/75 farviz = —I+27k
och x = 4{ + 27k.



(c¢) Den hér ar lite lurig. Ni kommer kanske ihag att vi bevi-

sade att )
sin x

<1 ifall0 < |z| < s
x 2

Det betyder att sinx # x sa linge x # 0. Om |x| > 7/2
sa ar ju anda —1 < sinz < 1 for alla reella x. Den enda
16sningen ar alltsa x = 0.

(d) Vi ska losa ekvationen med logaritmlagarna:

In((z+2)°) —In(z+2) =0

(x+2)3 _
n () ¢
In ((z+2)*) =0
(z+2)72=1

Nu maste vi komma ihag att ekvationen i fraga ar defi-
nierad for x > —2, eftersom logaritmen &r definierad for
positiva tal. Ekvationen (z + 2)* = 1 har annars tvi 16s-
ningar, x = —1 och x = —3, men det ar bara r = —1 som
ar en losning till den ursprungliga ekvationen.

7. Berdkna foljande gréansvarden

(a) lim, o 2% + 22

(b) lim, o R

(c) limg o0 53f2t2;

Losning:

(a) Funktionen &r kontinuerlig s& vi sitter in virdet z = 2

och far
limz? +2x =22+22=38
T—2
(b) Vi skriver om och far
(v —2)(222+1) . 22 —4a® 4w -2
lim = lim
T—00 3+ 4x T—00 x3 + 4
2 (2-2+5-35

ST (1 )

:—:2
1



(c) Hér ser vi att tdljaren har hogre grad &n ndmnaren sa
. b2 (545
lim —— = lim 1 | =
r—o00 312 — 1 T—00 3E — =

Detta kan man se bland annat fran sats 5.2.3 pa sidan 131

1 boken.

8. Formulera Eulers formler. Bevisa en av dem.

9. Formulera och bevisa cosinussatsen.

Lycka till!!
Adam och Carl-Joar



