Chalmers tekniska hogskola Datum: 2025-01-18 kl. 14.00-18.00

Tentamen Telefonvakt: Adam och Carl-Joar
MVET10, MVE730, MVE425,
MVE426, MVE640, MVE641 Telefonnummer: Ges av korridorvakt

Matematik del B, Tekniskt basar

Tillatna hjalpmedel: Penna, sudd, linjal, pennvéssare.

Max poéng: 50 poing.
Betygsgranser (inklusive bonuspoéng): betyg 3: 20 p. betyg 4: 30 p. betyg 5: 40 p.

Till samtliga uppgifter skall fullstindiga 16sningar inldmnas. Endast svar ger inga podng.
Motivera och forklara sa bra du kan.

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlistan och pa inldmnade papper.

1. (a) Ange den maximala definitionsméngden for funktionen
som beskrivs av

flz)=—=3+2¢/1x+1.

(b) Bestdm motsvarande viardeméangd.

(c) Bestdm funktionens inversa funktion.

Lésning: Med en funktion pa ett intervall av R kan vi sét-
ta y = f(x) och 16sa ut z. Forst ska vi forstas bestdmma
definitions- och vardeméangd: Funktionsuttrycket ar valdefini-

erat om \/%x + 1 ar definierat. Det vill sdga, vi maste kriva

xr > —5. Eftersom \/%x—i— 1 > 0 ar ocksa f(x) > —3, vilket
ger oss vardeméngden. Slutsats:

f:D—V, dirD=][-500), V =[-3,00).

Nu léser vi ut = ur y = f(z).

_ /1
y=-3+2y/zrx+1

y+3=20/tr+1
Yy+3P=1z+1 (z>-5)
2 _ 1

f(z) zg(x+3)2—5, x € [—3,00).
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2. Forenkla foljande uttryck

(a) 3logo(17) (2p)
(b) ln(\/§) — %ln(S) + %ln(QeQ) (2p)
Losning:
(a) Vi har

310g9(17) (91/2)log9 17)
— 95 10g9(17)

— 910g9(171/2)

17 = VT

(b) Hér kan vi skriva

In(v3) — < In(8) + %111(262) In(v2) - <81/3> o ((262)2)

3
\/§) ) + In(v/2e)

3. (a) Lat z = 2+ 4. Bestdm talet 1/z genom att ange real- och (2p)

imaginardel.
(b) Visa att (3p)
Re<%) :é — |z —3| =3.
(c) Beskriv den geometriska kurva som |z — 3| = 3 dr i det (1p)

komplexa talplanet. Rita en bild och férklara med ord.

Losning:

(a) Vi har
1z 2—i 2

z z-z (24+92-i) 5

sa realdelen ar 2/5 medan imagindrdelen &r —1/5.
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(b) Lat z = x + iy. Pa samma sétt som i (a)-uppgiften har vi

=——= = +i
2.7z $2—|—y2 :L.2_|_y2 $2+y2

1 z xt+-wy oz —
z

s& realdelen #r lika med x /(2% + y?). Att den ér lika med
1/6 betyder saledes att

T 1
22+ 6
6 = 2% + o

0= 22— 6z + 3>
0=a2"—62+9—9+7y
0=(z—3)2 -9+

3= (v -3+’
3=(r =32 +y2 =]z -3

(c) Ekvationen 3 = |z — 3| beskriver en cirkel med radien 3
och medelpunkt i zyg = 3 (alltsa pa realaxeln).

4. Los foljande ekvationer
(a) cos(2x) + sin?(z) — cos(x) —2 =10
(b) tan(v) = sin(2v)

Losning:

(a) Vi anviinder cos(2x) = 2cos?(x) — 1 och sin*(x) = 1 —
cos?(z) och far
cos(2x) + sin?(x) — cos(z) —2 =0 &
2 cos?(x) — 14 (1 — cos?(z)) — cos(z) —2 =0 &
cos?(z) — cos(z) —2 =0
Vi siitter u = cos(z) och far da ekvationen u? —u—2 = 0.
Losningar ges av u = % + %, sa u = —1 och u = 2. Fallet
u = 2 saknar 16sningar. For u = —1 har vi cos(x) = —1
som har l6sningar x = 4+ 4 27k, k € Z. Svaret ar alltsa

att ekvationen har losningar x = 7 + 27k, k € Z (plus
och minus fallen &r ekvivalenta).
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(b) Per definition &r tan(v) = sin(v)/ cos(v). Tangen &r inte
definierat pa z = kn/2, dir k &r ett udda heltal, sa det
far vi inte glomma. Vi rédknar:

sin(v)/ cos(v) = sin(2v)
sin(v)/ cos(v) = 2sin(v) cos(v)
sin(v) = 2sin(v) cos?(v) (v # +7/2)
0 = 2sin(v) cos*(v) — sin(v) (v # £7/2)
= (2cos’(v) — 1) sin(v) (v # £7/2)
0 = cos(2v) sin(v) (v # +7/2)

D& har vi antingen att 0 = cos(2v) eller 0 = sin(v). Los-
ningarna ar alltsa, i respektive fall,

%0 — ig+k27r, v = k.

Alltsa,

v::t%—l—kﬂ, v =km.

Vi ser att inga l6sningar dr de forbjudna virdena kw /2 for
udda k, dar tangens inte dr definierat.

5. (a) Berdkna arean av triangeln dér a = 4, b = 6 och C' = 60°.

(b) Formulera och bevisa sinussatsen.

Losning:

(a) Areasatsen ger

absin(C)
2
~ 4-6-sin(60°)

Area =

2
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Arean ar alltsd 64/3 area enheter.
(b) For bevis, se ldroboken s. 45

6. (a) Los ekvationen 2%+ 2% +1322 +472+34 = 0 da man vet  (5p)
att en komplex rot har realdel 1.

(b) Skriv som en produkt av reella faktorer av ldgsta mojliga (1p)
grad (faktorer med reella koefficienter).

Losningar:

(a) Eftersom polynomet har reella koefficienter kommer kom-
plexa rotter i konjugat-par. Déarmed har vi tva rotter pa
formen z; = 1+ bt och zo = 1 — bi. Multiplicerar vi ihop
dessa far vi

(z—1—bi)(z—1+bi)=2>—2z+1+0b
Vi sitter 1 4+ b*> = k. Sedan soker vi det okiinda an-
dragradspolynomet (z* + cz + d) som uppfyller
A 1322 44T+ 34 = (22— 22+ k) (22 H ez + d)
Vi multiplicerar ihop och far
(22 =224+ k) (22 +cz+d) = 2* + ¢ +d* —22°
—2c2* — 2dz + k2* + ckz + dk
=2+ 2 (c—2)
+ 2%(d — 2¢ + k) + 2(—2d + ck) + dk

Genom att matcha koefficienter far vi féljande ekvationer

(1=c—2
13=d—2c+k
47 = =2d + ck
\34:dk

Vi far ¢ = 3. Insédttning i ekvation 2 ger d = 19 — k.
Insattning av detta i ekvation 3 ger oss

47 =-2(19—-k)+3k <8 =0k < k=17
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Dérefter far vi d = 19 — 17 = 2. Vi har darmed funnit att
de tva andragradspolynomen ges av

AP 1322 44T+ 34 = (2 — 22+ 17) (22 + 32+ 2)

Vi skrev tidigare att 1 4+ > = k sa b = +4. Dirmed &r
de tva komplexa rotterna i konjugatpar 1 4+ 44 och 1 — 4.
Slutligen 1éser vi nu (2% + 3z + 2) = 0:

(24+32+2)=0%

3 9
s=—sEy1-2e

4
:——:lz\/7:>2’3 24:—1

(b) For att skriva som en produkt av reella faktorer lagger vi
mérke till att vi behover skriva om (z—1—44)(z—1+44) =
z? — 2z + 17. Dirmed har vi

A B 132 4472+ 34 = (22— 22+ 1) (2 + 1) (2 + 2)

7. Bestam foljande gréansviarden. Avgor ifall de ar ett reellt tal,
minus eller plus odndligheten eller odefinierade.

2—x
Sy

(b) lim cos(2x) + 2sin?(z)

T—00

1 —
(¢) lim ’

=1 /1 — 20 + 22

Losning:

(a) Om x # 2 géller att

2—x__ (V2-vE) (V2+ V)
N Vi
— (Vo= v2) (V2+ V)
N, - (v2+ va)

Darfor blir

ly 2= = — (V24 v2) = 22
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(b) Har visar det sig att uttrycket ar en konstant. Med trigo-
nometriska ettan far vi

cos(2z) + 2sin?(x) = cos?x — sin® x + 2sin’ x

20 =1.

= cos® z + sin
Darfor blir

lim cos(2z) + 2sin?(z) = 1.

T—00
(c) Eftersom v/1 — 2z + 22 = /(1 — x)? = |1 — x| giller att
l—x l—=x l—=x
VI—2z+22 [1-2z2[ —(1-2)

Darfor blir
) 1—=x
lim

o=l VI — 20 + 22

8. Betrakta funktionen

2?2+1 da <2
fz)=<ar+b da 2<z<3
13—2? da >3

Hitta a,b € R sa att funktionen blir kontinuerlig pa hela R.
Motivera med berékningar, och skissa grafen.

Losning: Kontinuitet kraver att funktionen ar kontinuerlig i
alla punkter i sin domén. Det forekommer inga problem foru-
tom eventuellt da x = 2 och x = 3. I dessa punkter kravs att
hoéger och véinster gransvarde existerar och ar lika med funk-
tionsvéirdet i respektive punkt.

lim f(z)=2*+1=5

T2~
lim f(z) =ar+b=2a+0b
r—27F
sa fran forsta punkten far vi kravet 2a + b = 5. For punkter
x = 3 har vi
lim f(x) =ax+b=3a+0b

r—3~

li =13 -2 =4
A ) =13

S& andra kravet blir 3a + b = 4. Tillsammans far vi a = —1
ochb="17.
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9. Anvénd e-9 definitionen av griansvarde for att visa att (6p)

lim2x +2 =28

r—3

Lésning: Vi vill visa att det for godtyckligt € > 0 existerar
ett 0 > 0 som séikerstéller att

lz—3|<d=2r+2—-8|<¢

Vi ser att
20 +2-8|<e&
2x — 6] < e &
2r - 3| <e &
3
r—3| <=
- 3] < 2
Allts& ser vi att for ett givet € > 0 kan vi vilja § = 5 sé

géller implikationen! Eftersom detta kan goras pa samma satt
for godtyckliga € > 0 géller grénsvardet.

Lycka till!!
Adam och Carl-Joar
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