Chalmers tekniska hégskola Datum: 2024-11-01 kl. 14.00-18.00
Tentamen Telefonvakt: Tommy och Carl-Joar
MVE705, MVET725,
MVE425, MVE426,
MVE641, MVE640 Telefon: 031-772 5306

Matematik del A, Tekniskt basar
Tillatna hjélpmedel: Penna, sudd, linjal, pennvéssare.

Max podng pa skriftlig del och Mobius: 28 respektive 24 poéng.
Betygsgranser (inklusive bonuspoing): betyg 3: 22 p. betyg 4: 32 p. betyg 5: 42 p.

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlistan.

Mboébiusfragor med inldmning via Inspera.

1. Skriv pa enklast mojliga brakform:

Eftersom det star v/3a i ndmnaren av uttrycket och eftersom vi tar n:te roten ur 6a
for jamna n maste a > 0. Vi borjar med att forenkla braken med negativa exponenter:

&) v &) @y (@) v

(Vo) (Vo) * (Vo) e (V) (Vi)

Nu anvénder vi reglerna for rationella exponenter:

() (&) (&) () v’

(V6a)’ (Voa)®  (6a)75(6a)>/% ~ (6a)1/2(6a)'/> — o

Reglerna for roten ur ger nu

() V' (&) e’ (H) 900 et va
6a n 6a n 6a ~ 6a 6
2. Los olikheten
2c4+1> %

Skriv om olikheten enligt

2x+12§ — 2x+17§20
x x

och forling 2x + 1 med minsta gemensamma nédmnare:

2 + 1 222 4+ 1 —
drt1-S5 s BEEbr 3., WHr=3.
xr X X

Faktorisera polynomet i tdljaren med valfri metod:

202 +x -3 _ 2z +3)(z—1) ~ R(x).

Vi kallar det rationella uttrycket R(x). Skriv en teckentabell:

(4p)



z= -3/2 0 1
20+3 |- 0 + + + + +
x| - - - 0 + + +
x—11- - - - -0 +
R(z) |- 0 + ejdef - 0 +

Nu ar det rattfram att skriva ner

R(x) >0 for z € [-3/2,0) U [1,00).

. Los rotekvationen

VAz +100 = —z — 20
Kvadrering ger
Viaz +100 = —2 — 20 = 4z + 100 = (—2 — 20)? = (x + 20)? = 22 + 40z + 400.

Vidare ar
4z + 100 = 22 4+ 40z + 400 < 22 + 362 + 300 = 0.

Vi loser detta med valfri metod.

e =—18+ /182 — 300 = —18 + /24 = —18 + 2V/6.

Vi maste testa l6sningarna. Borjar med x_ = —18 — v/24. Insdttning i originalekva-
tionen ger

VL = 4z + 100 = \/4(—18 —2V6) + 100 = \/772 — 8v/6 + 100.
Notera att —72 — 86 > —72 — 89 = —96, sa da &r —72 — 8v/6 + 100 > 0.
HL = —2 — 20 = —(—18 — 2v/6) — 20 = 18 + 2v/6 — 20.

Men 18 4+2v/6 > 18 +2v/4 = 22, s& 18 +2v/6 — 20 > 0. Alltsa #r 2_ en 16sning. Testar
x4+ pa samma sétt, och inser att

HL = —2 — 20 = —(—18 +2v/6) — 20 = 18 — 2v/6 — 20 < 0,

vilket inte kan vara en lsning.
Vi sammanfattar med att enda roten dr z = —18 — 24/6 och att z = —18 + 2v/6 ar
en falsk rot.

4. Betrakta foljande parallelltrapets, dér a = 3 dm och b = 2 dm.

b

60° 459

Bestdm hojden.

(a)

(b) Bestdm trapetsens omkrets.
) Bestdm arean av parallelltrapetset.
)

Om parallelltrapetset utgor basen i en pyramid med sin spets 1 dm vinkelratt
ovanfor basen, vad blir pyramidens volym?

Vi borjar med att bestdmma hojden (h).

(4p)



Vi far direkt att h/a = sin45° = 1/v/2 och dirmed att h = 3/v/2.
For att berdkna omkretsen behdver vi bestamma x,y och z i figuren ovan.
Da éar,

r/a = cosd5® = 1/v/2 vilket ger att x = 3//2 = 3v/2/2

y/h =cot60° = 1/v/3 vilket ger att y = h/\/gz V3/v2=6/2

h/z =sin60° = \/5/2 vilket ger att z=h- 2/\/§ =6

Totalt finner vi att omkretsen ar (@ +2b+ x +y + 2):

3+4+3\/§/2+\/6/2+\/6:7+g(\/6+\/§).

Arean ges av formeln

-(hdjden) = %-(2+2+3\/§/2+¢6‘/2)~¥ = 3v2+9/4+3V3/4

(toppsidan) + (basen)
2

Om parallelltrapetset utgoér basen i en pyramid med sin spets 1 dm vinkelratt ovanfor
basen, si &r volymen V = Bh/3, dar B ar basens area och h #ar hojden. Alltsa &r
volymen

3v24+9/4 +33/4 dm® = V2 + 3/4 4+ V/3/4dm?.
3

5. (a) Bestdm samtliga rotter till ekvationen

2% — T2’ +4x+4=0

(b) Ange minsta gemensamma ndmnare for uttrycket

x 6x — 2

R(x):x2—4x+4_23§3—7x2+4x+4

(c¢) Skriv uttrycket i (b) som ett brak, pa sa enkel brakform som mojligt.

(a) Vi gissar heltalsrotter till ekvationen. Eftersom den konstanta termen &r 4 ska vi under-
soka om 1,—1,2,—2,4 eller —4 &r rotter. Lat x = 1 och testa:

20 —Ta? +4r +4=2-T+4+4=3+#0.
Okej, det var inte en rot. Testa nu z = 2:
20% —T2® +4r+4=16-28+8+4 = 0.
Sa bra. Det &r en rot. Da vet vi att
20% — 72?4 4x +4 = (z — 2)K(z)

dér K &r ett polynom, enligt faktorsatsen fér polynom. Vi hittar K genom polynomdivision:

2% —3x — 2
x—?) 223 — a2 + 4z + 4
— 223 + 422
— 322 + 4z
322 — 62
—2x+4
20— 4
0

Alltsa, K (x) = 222 — 32 — 2. Men i sé fall har dven detta polynom ett nollstiille i x = 2, for

r=2 = 202 —-32x-2=8-6—-2=0.

(3p)

(1p)

(2p)



Detta innebér att 222 — 3z — 2 #r delbart med x — 2. Vi hittar kvotpolynomet med poly-
nomdivision:

2c+1

172) 222 —3x — 2
— 222 + 4z

xr — 2

—x+2

0

Alltsa, 222 — 3z — 2 = (z — 2)(2z + 1). DA ér
22° —Tx? +4r +4 = (v —2)*(2x +1).
Vi anvénder "nollproduktsmetoden”
203 —Ta ddr+4=(x—-2)?22r+1)=0 = z=—1/2eller x = 2.

Roten z = 2 &r en dubbelrot.
(b) Eftersom 22 — 4z + 4 = (x — 2)? #r den minsta gemensamma nimnaren (z —2)2(2x +1).
(c) Vi forlanger till minsta gemensamma ndmnare och foérenklar:

x 6x — 2 _ z 6x — 2
22 —4r+4 223 -T2 +4x+4  (2-2)2 (2zr+1)(z—2)2

B x(2z + 1) 6x — 2 72x2+1’—6x+27 222 — bx + 2

Cr+1)(z—2)2 2r+1)(z—2)2 2r+1)(x—-22 (2z+1)(z—2)2

Nu kan ju tiljaren och nimnaren ha gemensamma faktorer. Vi faktoriserar dirfor 222 — 5242
med valfri metod (t.ex., kvadratkomplettering alternativt pg-formeln) och d& upptécker vi
att

22% —b5r +2= (22 — 1)(x — 2)

D& kan en faktor x — 2 forkortas:

222 — 5z + 2 20— 1

Qe+ 1)(z—22 (z+D)@z-2)

Vi svarar:
20— 1

RCTE



Beridkningsdel - fullstindiga 16sningar kravs.
Skriv tentamenskoden tydligt pa samtliga inlimnade papper.
Skriv tydligt och endast pa ena sidan. Borja ny uppgift pa ny sida och anvind ej réd penna.

Till samtliga berikningsuppgifter skall fullstindiga l6sningar inldmnas. Skriv tydligt och
kortfattat, men var noga med att motivera dina svar vél. Endast svar ger inga poéng.

1. Den elektriska kretsen i figuren beskrivs av féljande system av linjara ekvationer:

5Q 2Q
L=I+1Is .
21 + 513 =24 I3 24V
20y = 514
I
L

Skriv ekvationssystemet pa standardform (variabler i véinsterled och konstanta termer
i hogerled) och 16s sedan ekvationssystemet med eliminationsmetoden.

(a) Vi skriver systemet pa standardform:

Il— IQ— I3:0
26 + 515 =24
2I, — 513 =0

Forenklar med radvisa operationer:

L— Ihb— I3=0 L— Ib— I3=0 L— Ib— I3=0
21, +7I3 =24 <— 2, + TIl3 =24 <— 21, + 713 = 24
2, —5I3=0 1213 = 24 I3 =2
..och
L— Ib— I3=0 L— Ib—-I3=0 I =7
2I, +7I3 =24 <— 2l + =10 <— I, =5
I3=2 I3=2 I3=2

2. Berdkna ldngden s i nedanstaende triangel.

Eftersom vinkeln mellan sidorna med ldngd 12 och 15 &r samma f6r bade den mindre
och den storre triangeln, samt eftersom en annan vinkel dr rat, 4r den mindre och
den storre triangeln likformiga. Sidorna har darfér férhallanden:

b s

12 6’
dér b ar sidlangden till hoger om den réita vinkeln i den stora triangeln. Att ena kateten
i den lilla triangeln har lingd 6 framgar i figuren. Pythagoras sats: 122 + b? = 152
Alltsa ar b = 9. Da ges

5:6-—:6~—:

b 9 9
12° 12 2

(4p)

(4p)



(a) Vilket kdgelsnitt beskriver ekvationen nedan? Rita en figur. (3p)

4a% — 162 + > — 2y = —16

(b) Bestédm skirningspunkterna mellan kiigelsnittet i a) med den réta linjen: (3p)
y=2x—4
(c) Formeln for en hyperbel med medelpunkt i origo kan skrivas (Zp)

z?/a® —y? /b =1

Forklara varfor hyperbeln inte skéir y-axeln. Vad adr minsta avstandet mellan
hyperbeln och y-axeln?

(a) Kvadratkomplettera:
422 =16z + 1% — 2y = —16 <= 42> —16x+16+y> —2y+1=1
(z —2)?

(1/2)?

Detta ér en ellips med halvaxlar 1/2 och 1 och medelpunkt i (z,y) = (2,1).

= 20-4)7+(y-1)?*=1 <= +y—-12=1

w

1.6 1.8 20 22 24 26

Figur 1: En ellips med halvaxlar 1/2 och 1 och medelpunkt i (z,y) = (2,1).

(b) T utrékningen ovan finner vi att
4a® — 16z +y* — 2y = —16 <= (20 —4)* +(y—1)* =1.
Kombinera detta med att y = 2z — 4, och erhall
v+ (y—1)7%=1

Alltsé dr 2y? —2y+1 = 1 eller ekvivalent 2y? —2y = 2y(y—1) = 0, s& vi far 16sningarna
y = 0 och y = 1. Sétter vi in dessa véirden i ndgon av ekvationerna ovan, forslagsvis
y = 2x — 4, sa ser vi att motsvarande viarden pa x &r

0=2r—4 <— =2

1=22—4 < z=>5/2.
Skirningspunkterna ar alltsd (z,y) = (2,0) och (z,y) = (5/2,1).
(¢) Om hyperbeln hade skurit y-axeln hade = 0 gatt att sitta in i ekvationen, men
x = 0 medfér —y?/b? = 1, vilket saknar reella 16sningar. Punkten pa hyperbeln som
4r nirmast y-axeln har y = 0, och da ir 22/a? = 1, s4 x = +a. Det minsta avstandet
till y-axeln &r lika med a.



4. Lat A= (-2,3), B=(8,-2), C = (6,4) utgdra 3 av hornen i en parallellogram med

sidorna AB, BC', CD och DA.

(a) Bestam koordinaterna for det fjarde hornet D.

(b) Bestdm parallellogrammens area.

(a) Eftersom figuren &r en parallellogram méaste sidorna AB och BC ha parallella,
motstaende sidor. Dessa dr C'D och DA, vilket avgér var D finns. Vi kan rita upp
punkterna i ett koordinatsystem och f& lite hjélp.

D

NB '

Hornet D maste befinna sig “lite nord-véist” om A pa samma sétt som C' ligger lite
"nord-vast” om B, sa att linjerna blir parallella. D.v.s. lutningen pa DA och BC
maéste vara lika, sd deras Ay och Ax ska vara lika:

Aypc _4—-(=2) _ 6

AZ‘BC 6—8 _—72

Alltsa, D ligger 6 enheter upp (y-led) fran A och 2 enheter at vénster (x-led) fran A.
Koordinaterna maste vara
D = (—4,9).

(b) For att bestdmma arean av parallelltrapetsen ska vi anvinda formeln
A = (bas) x (hojd).

Vi kan betrakta AB som baslinjen (men det gar lika bra att anvinda BC, CD eller
DA). D4 dr basen i formeln for arean lingden av AB och hojden ar (det vinkelrdta)
avstandet fran AB till CD. For att bestimma lingden av AB anvéinder vi avstands-
formeln:

|AB| = /(-2 = 8)2 + (3 — (-2))2 = V100 + 25 = V125 = 5V/5

Linjen AB har ekvationen y = —%x + 2, d.v.s. dess lutningskoefficient &r —1/2. For
att méta avstdendet fran AB till CD behover vi en réit linje som &r vinkelrdt mot
AB. Dess lutningskoefficient ska saledes vara 2, s dess ekvation blir y = 2x + m for
nagot m. Konstanten m kan véljas lite godtyckligt, men vi kan bestdmma m sa att
linjen gar genom punkten A. I sa fall maste

3=2-(-2)+m,

vilket innebér att m = 7. Linjen med ekvationen y = 2x + 7 gar alltsd genom A, och
den skéir linjen C'D i punkten (z,y) som uppfyller denna ekvation och ekvationen for
CD samtidigt. Alltsa ska vi 16sa

y=2x+7
y=—3x+7



Hér har vi riknat ut att CD beskrivs av y = —1x + 7. Losningen &r (z,y) = (0,7).
Vi kan rita detta i figuren:

D

0,7)

NB '

Hojden ar avstandet mellan (—2,3) och (0,7), d.v.s.

h=(-2-0+(@B-7)?=Vi+16=v20=2V5
Arean av parallelltrapetsen ar alltsa

A =5V5-2vV5 = 50.

5. Formulera och bevisa faktorsatsen fér polynom. (5p)

Losningsforslag: Se kurshemsidan eller foreldsningsanteckningar.

Lycka till!!
Tommy och Carl-Joar



