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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVEQ091

Tid: den 13 januari, 2025, 08:30-13:30

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkidnd minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 6 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poing

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. Tre faglar (fagel Fy, F5 och F3) kommer flygande och sétter sig oberoende
och helt slumpmaéssigt pa telefontraden mellan stolpe S; och stolpe S;. Det
ar 40 meter mellan stolparna. Lat X} beteckna avstandet mellan fagel Fy,
och Sy, for k = 1,2,3. Vi antar att X7, X5 och X3 ar oberoende och att
de &r kontinuerligt likformigt férdelade pa intervallet [0, 40].

(a) Vad &r sannolikheten att exakt tva av faglarna sétter sig inom 10
meter fran stolpe S17 (2p)

(b) Vad &r véntevéirdet av antalet faglar som sétter sig inom 10 meter
fran stolpe S17 (2p)

(¢) Vad &r den betingade sannolikheten att fagel F sétter sig inom 10
meter fran stolpe S; om du vet att den sitter sig inom 35 meter fran
stolpe 527 (2p)

Losning;:

(a) Sannolikheten att en given fagel Fj, sétter sig inom 10 meter fran

stolpe 1 ar
10 1
P(X; <10) = — = -
(X =10)=5=17
da Xy, ~ U([0,40]). Svaret blir darfor
SP(Xl <10,X5 <10, X3 > 10)
= 3P(X; <10)*(1 — P(X; < 10)) = s (1-1) = 3
B P P= e 1) 43

dar vi anvande oberoende i forsta likheten.
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(b) Lat Y =antalet faglar som sétter sig inom 10 meter fran S;. Vi ser
att Y ~Bin(3,1/4) si att

(¢) Vi soker hér

P(X, < 10|X; > 5)
P(X: <10, X, >5)  P(5< X, <10)  5/40 5 1

P(X; > 5) ~ P(X1>5)  35/40 35 T
2. Lat X ha tathetsfunktion

P(X =k) = %fbr ke {1,2,4}.

(a) Hitta C sa att detta blir en téthetsfunktion. (2p)
(b) Berikna vintevirdet av X utan att anvinda dig av den momentege-

nererande funktionen. (2p)
p)

(2
(d) Anvénd den momentgenererande funktionen du réaknat fram i (¢) for
att aterigen berdkna véintevirdet av X. (2p)

(c) Bestdm den momentgenererande funktionen for X.

L&sning;:

(a) Vi har att

k=1
s& att 4
C=c.
7
(b) Vi har att
C 12
E[X] = - = = —.
[X] Sk o =30 =
ke{1,2,4}

ke{1,2,4}

4 . e2t e4t 4€t 262t e4t
:7(e +2+4> =—+=+=.
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(d) Vi deriverar uttrycket i (¢) och far

det  4e2t 4t

Mi(t) = — 4+ — + —
s& att 4 4 4 12

E[X] = M} =—+4+-4+=-=—.

3. Lat (X,Y) vara en tvaidimensionell kontinuerlig slumpvariabel med tét-
hetsfunktion

fxy(z,y)=2forz,y>0ochz+y <1
(a) Berikna P(X <Y). (2p)
(b) Berikna P(Y < (X —1)2). (2p)
(¢) Lat Z = max(X,Y). Berdkna P(Z < 3/4). (2p)

Lésning: Vi borjar med att observera att (X,Y") ar likformigt férdelat pa
omradet A = {(z,y) : 0 < z,y och z +y < 1}.

(a) Man kan hir anvinda symmetri for att direkt se att P(X <Y) =1/2
(se bild 1a).

(b) Aterigen blir det relativt enkelt om vi ritar upp en bild (se bild 1b).
Utifran denna ser vi att

B(Y < (X — 1)) = / / WS @ Dy (e )y

1 1 371
2
z/ (x—1)22dx:2/ m2dm:2{m} = .
0 0 3 0 3

(¢) Vi har att Z € [0,1] och for t € [0, 1] s& géller att
P(Z <t) =P(max(X,Y) <t) =P(X <t,Y <1t).

Betrakta figur 1c. Den sokta sannolikheten blir integralen av tathets-
funktionen Over arean av A minus arean av de tva sma trianglarna i
figuren (nér ¢ = 3/4). Vi ser att

P(Z < 3/4) = P(X < 3/4,Y < 3/4)

2
1 1 1
2 4 2 16 8
4. Betrakta foljande seriekopplade system med tva komponenter. Systemet
fungerar om bada komponenterna fungerar. Vi antar att tiderna (73 re-
spektive Ty) till att de tvad komponenterna fallerar (dvs gar sénder) bada

ar Weibull-fordelade med parametarar aq, 81 respektive as, 2. Vi antar
dessutom att dessa falleringstider &r oberoende av varandra.
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(b) Omradet A och kurvan y =

(a) Omradet A och linjen y = . (x — 1)

0
s 11—t
(c) Omradet A och begransingarna
att ¢,y < t.
(a) Bestim overlevnadsfunktionen for systemet. (2.5p)
(b) Bestam feltdtheten hos systemet. (2.5p)

Losning:

(a) Lat T beteckna tiden det tar till att systemet fallerar. Vi har da att
T = min(77,T») sa att 6verlevnadsfunktionen for systemet blir

Rr(t) =P(T > t) = P(min(T},Tp) > t) = P(Ty > t)P(Ty > )
:/ a1ﬁ15ﬁ1_16_°‘18ﬁ1ds/ Oé2528’82_16_0‘23ﬁ2d5
t t

_ 817 ° _ B2 _ B1 _ B2
— [—6 @1s :| [—6 a2S :| —e agt e ot .
t t
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— T T, ——

Figur 2: Ett system med tva komponenter.

(b) Feltdtheten ges av

d
fr(t) = Fr(t) = 2 (1 = Rr(t) = —Rz(1)
T (70415175&7167&1%1 67a2t[32 - azﬂztﬁzfle*altﬁl efaztﬂ?)

= (1 St 7 + Bt MRy (t)

5. Lat X vara en slumpvariabel med tathetsfunktion

xT

fX(x)=§<1 9) for 0 <z <46, (1)
dér 6 > 0 ar en parameter vars varde ar oként.

(a) Bestim momentskattaren (dvs MME:m) 6 av 6. (3p)
(b) Ar din skattare viintevirdesriktig (VVR)? (1p)

(c) Foljande data kom fran ett stickprov med oberoende slumpvariabler
dragna fran tédthetsfunktionen (1):

1.2 43 36 07 45

Vad blir virdet pa din skattning av 67
(1p)
(d) Anvénd Chebyshevs olikhet f6r att ge en uppskattning av

P(|0 — 6] > 1/10).

Du kan hér anta att stickprovet bestar av 1000 oberoende slumpva-
riabler déar alla har tdhetsfunktion som i (1). (4p)

L&sning;:

(a) Vi berdknar vintevirdet av X och far

]E[X}:/OO fo(ac)d:r:/OaxZ (1—%) dx

— 00

2 [2 x30
:J2_Mh:
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Momentmetoden sager att vi skall sdtta
s att 6 = 3X.

Var MME ér alltsa § = 3X.
(b) Vi har att

E[f] = 3E[X] = 3E

s att skattaren § = 3X fran (a) i VVR.
(c) Data ger att T ~ 2.86 s att 6(z) = 3T ~ 8.58.
(d) Chebyshevs olikhet séger att

P(Y —E[Y]| > a) <

I vart fall ir Y = 0 = 3X sa att

P(|0 — 6] > 1/10) = P(|3X — 6] > 1/10)

Var(3X) - 1 X
< =100-9- X) = [ X
< /102 00-9 - Var(X) = 900Var (1000 ,;:1 k

1000

900 9
= 3" Var(X) = —Var(X
10002 £~ ar(Xy) = 5 Var(Xa),

och det aterstar att beriikna Var(X;). Vi har att Var(X;) = E[X?] —
E[X;]? diir E[X;] berdiknades i uppgift (a). Vi ser att

o0 6 2
E[X7?] :/ 22 fx (x)dx :/0 z? 7 (1 - 5) dx
2 {zd z‘T 2 <93 94> 202 62 62
; - _

T3 40 40 3 2 6’
sa att 5 5 o
X)) =EX?-E[X?=2 - 2 =
Var(X:) = E[X7] - E[X{] T
Darmed blir
A 9 9 ¢2 62
—9 > < Z - =
P(6 — 6] > 1/10) < 7-Var(X1) = 15 - 12 = 55

6. Guldletargdnget GoldDiggaz vaskar guld i Klondyke. De griaver upp slam
fran gamla backfaror och denna slam vaskar de i sin maskin GoldVasquez.
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Vaskningen &r aldrig perfekt, sd en del av guldet hamnar i slagghdgen
och kommer inte till nytta. GoldDiggaz funderar pa att investera i en ny
maskin (GoldGramps) som enligt forséljaren ger en storre avkastning.

For att undersoka detta griavde GoldDiggaz fram 8 prover, och varje prov
delades in i tva lika stora delar. Sedan vaskades de tva delarna med Gold-
Vasquez respektive GoldGramps med f6ljande resultat:

Prov nr: 1 2 3 4 ) 6 7 8
Avkastning GV (g): 10.3 14.2 3.5 17.7 88 97 195 1.3
Avkastning GG (g): 10.3 164 45 21.4 81 11.3 221 5.0

Den forsta raden innehaller resultatet for GoldVasquez medans den andra
innehaller resultatet for GoldGramps.

(a) Formulera hypoteser for att testa huruvida GoldGramps ger ett béatt-
re resultat &n GoldVasquez. (1p)

(b) Ange en lamplig test-statistika och en férkastninsgregion motsvaran-
de signifikansnivin o = 0.05. Vad kan du dra for slutsats med de
angivna data? (5p)

(c) Antag att GoldGramps ger 2 extra gram i avkastning i genomsnitt.
Bestam styrkan av ditt test under detta antagande. (3p)

Lo6sning: Vi har uppenbarligen att géra med en situation dér vi har pa-
rade data. Vi bildar dérfor skillnaderna Z = Yy — X, dér X dr méngden
guld f6r GoldVasquez i prov nr k och Y}, &r méngden guld for GoldGramps
i prov nr k. Vi har di att Z1, ..., Zg dr i.i.d. N(A, o?) dir vi vill underséka
A och dir o2 dr okiind.

(a) De misstdnker ju att GoldGramps &r béttre &n GoldVasquez vilket
skulle innebéra att A > 0. Hypoteserna blir darfor

Ho: A=0
Hi: A>0

2 2
ZanN(a )TN0, ),
8 8

s& vi anvander test-statistikan

(b) Vi har att

dar som vanligt
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anvinds for att skatta o2. Om H; giller sa blir T typiskt storre &n
0 sa vi forkastar Hy om 7 hamnar i en férkastningsregion pa formen
[c,00). Hér ges ¢ av sambandet

a=005=PT €c,0)) =P(T > ¢)

dér T' ~ t(7). Tabell ger att ¢ = 1.895. Vi kan nu berikna skillnaderna
fran data och ser att

Prov nr: 1 2 3 4 5 6 7 8
Skillnad A (g): 0 2.2 1.0 3.7 -07 1.6 2.6 3.7

Insatta data ger att s? = 2.597 och test-statistikan blir

T(z) = W ~ 3.09.

Detta tillhor férkastningsregionen sa vi forkastar Hy pa signifikans-
nivan o = 0.05.

(¢) Om H; ar korrekt med A = 2 sa har vi istéllet att

Z -2
s/V/8

Styrkan ges av P(H, forkastas |H; sann med A = 2) vilket i detta
fall blir

T:

~ (7).

P(T > 1.895) = P ( > 1.895) =P <Z > 1.8958>

7 %
:IP’(Z—221.895\;§—2) :P(%Zlﬁ%—s/i@).

Vi har att

2
1.805 — —— ~ —1.615

s& att styrkan blir
P(T > —1.615) = P(T < 1.615) ~ 0.92
dér vi approximerat fran tabell med 7 frihetsgrader.

7. Vid tillverkning av datorchipp med hdg prestanda blir en viss andel de-
fekta. Tillverkaren ChIP4U tar ett stickprov om n = 500 chipp och finner
att 23 av dessa ar defekta.

(a) Hitta en punktskattning och ett 99% konfidensintervall for propor-
tionen defekta chipp som ChIP4U’s tillverkningsprocess resulterar i.

(5p)
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(b) ChIP4U vill ha ett mycket smalt konfidensintervall fér proportionen
defekta chipp. Ungeféar hur stort stickprov maste de ha fér att deras
99% konfidensintervall skall ha bredd 0.0017? (2p)

Losning:

(a) Vi anviinder punktskattaren p = 2 dir X ~Bin(n,p) och dir n =
500. Med insatta data far vi

o) =2 =

= —(~0.046).
n 500( 0.046)

Vi har att dessutom att

~ N(E[p(X)], Var(p(X)))
N (IE[ ]7Var(2X)) N <p,p(1‘p)> N (p’pu_ﬁ))

s& en lamplig referensvariabel blir

p—p
p(1—p)

n

R= ~ N(0,1).

Vi har fran tabell att zg gg5 = 2.576 s& att

D—p

—20.005 & ————= < 20.005
/Bp(1—p)
. p(1 —p . 51 — b
=P (p - 20.005\/m <p <P+ 20.005 2 p))
n n
p(1—p) 23 kT
I=p+ zo_og5y/¥ = o 2,576 20 & [0,022,0.07.

s& ett 99% konfidensintervall for p blir
(b) Bredden péa konfidensintervallet &r

0.99 = P(—20.005 < Z < 20.005) = P

B(1—5)

220.005

Om vi satter detta till 0.001 sa far vi att

2

p(1 —p) R « [ 220.005
001 =2 =n=p(1-— ~ 1164817.
0.00 20.005 - n=7p(l-p) < 0,001 64817



