MATEMATIK
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA & GOTEBORGS UNIVERSITET

Linjar algebra, TMV216/MMGD20
Tentamen: 2022-04-12, 14.00-18.00
Hjalpmedel: Inga hjialpmedel tillatna

Betygsgranser TMV216: 20 poang — 3, 30 poang — 4, 40 poéng — 5
MMGD20: 20 poang — G, 35 poang — VG

Examinator: Tobias Geback, 031-772 35 47

Motivera dina svar och redovisa dina l6sningar utforligt och fullstandigt for full poéng.

Endast svar ger inga poang.

1. Betrakta ekvationssystemet

T—2y+az= 2
2ax + 2y + 32 = 3
20 +2y+z= 1

Bestdam a sa att systemet har odndligt manga losningar. Bestdm ocksa dessa 16s-

ningar.

2. Punkterna P = (3,—6,3) och @ = (1, —6,0), samt planet 7 med ekvationen

20 — 3y + 62+ 7 =0 ar givna.
a) Visa att P och @ ligger pa samma sida om 7.
b) P:s spegelbild i 7 dr P’. Berdkna koordinaterna for P’.

¢) Bestdm en ekvation for linjen som gar genom @ och P’.

3. Bestam l6sningen X till matrisekvationen
AXB +2AX = (7,

dar
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4. Satt v, = ol 2=l ve= 1 [ ve=| s
4 9 -1 6
a) Vilken dimension har det rum som spanns av vy,...,v4?
b) Lat A vara matrisen med kolonnvektorerna vy, ..., vy. Vad &r nolldimensionen

fér A och nolldimensionen for AT?

c¢) Bestdm en vektor u € R* som inte ligger i viirderummet V (A)

6 2
=)
a) Diagonalisera A (eller visa att det inte &r mojligt).

b) Berikna matrisen A'°.

6. a) Den linjira avbildningen F : R®* — R3 avbildar vektorerna (1,0,0), (0,1,0)

och (1,1,1) pa vektorerna (1, 1,0), (2,0, 1) respektive (2,0, 3).
ningsmatrisen for F' (i standardbasen).

b) En medstudent pastar att ' beskriver en rotation kring linjen
(x,y,2) =1(2,3,—-1), teR.

Har hen ratt? Motiveral

7. Antag att A ir en kvadratisk matris som uppfyller A* = 0.
a) Visaatt (I — A)"' =T+ A+ A% + A3,
b) Beridkna det A. Motivering krévs.

Bestam avbild-

Lycka till! /TG
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(3p)



Losningar:

1. Gausselimination ger

1 =2 a|2 1 =2 a 2 1 =2 a 2
2 2 33| ~ |0 2+4a 3—2a*|3—4a| ~ |0 6 1—2a -3
2 2 111 0 6 1—2a -3 0 2+4a 3—2d%|3—4a

For att eliminera den sista radens andra element multiplicerar vi rad 2 med —(2 +
4a)/6 = —(1 4 2a)/3 och adderar till rad 3. Sista radens tredje element blir da

1 1 2
3 —2a* — 5(1 +2a)(1 — 2a) = 5(8 —2a%) = §(4 —a?)

och det sista elementet blir
1
3 —4a — 5(1 +2a)(—3) =4 — 2a.

For att systemet skall ha oéndligt manga losningar maste sista raden besta av enbart
nollor, dvs vi maste ha

4—a*=0, och 4 —2a =0,
vilket ger 16sningen a = 2.

Med a = 2 fas den eliminerade matrisen

1 -2 2 2
0 6 —-3|-3
0 0 010
Om vi sétter z =t far vi y = —% + %t och v =2 — 22+ 2y = 1 —t. Losningarna
beskrivs alltsa av
x 1 —1
yl=-%]+t| %], teR
z 0 1

2. Vi har att t.ex. By = (—2,1,0) ligger i planet och n = (2,—3,6) &r normal till
planet.
a) Vi har PP = (3,-6,3) — (-2,1,0) = (5,—-7,3) och B = (1,-6,0) —
(—2,1,0) = (3,—7,0). Da ByP-n =49 och Im -n = 27 har samma tecken sa
ligger P och @) pa samma sida om planet.

b) Spegelbilden P’:s koordinater ges av

— B 4
OP =0P — 222 By —(3,-6,3) — 24—3(2, ~3,6) = (1,0, -9)

s
¢) Ekvationen ges av x = Oﬁ +tQP',t € R, dvs

T 1 -2
yl=1-6]+t| 6 |, teR
z 0 -9



3. Matrisalgebra ger att
AXB+2AX = AXB+ AX(2]) = AX(B +2I)

sa att 10sningen &r

X=A1CT"(B+20)™!

om inverserna existerar. Vi har att B + 21 = (g ;) och invertering av matriserna
ger
7T -1 —4
1 _
Alt=13 -1 -1, (B+2I)' = 1 (_22 31> :
-4 1 2
Detta ger
7T -1 —4 11 6 3
1 1
X:Z 3 -1 -1 10 (_22 31>_Z 0 4
-4 1 2 0 1 -2 -3
4. Lat A vara matrisen med kolonnvektorerna vy, ..., vy.
a) Rummet som spénns av vy,...,vy dr V(A). Gausseliminering ger
2 1 3 -4 10 2 1
A 1 0 2 =3 01 -1 -2
{0 -1 1 -2 00 0 O
4 9 -1 6 00 0 O
Vi har alltsa dim V(A) = rang A = 2.
(Alternativt kan man ganska enkelt se att vy = 2vy; — vy och vy = —3v; 4 2vy,

medan v; och vy ar linjart oberoende.)

b) Enligt dimensionssatsen ar
nolldim A=n—-dimV(A) =4—-2=2
och eftersom det giller att rang A” = rang A ér
nolldim A7 = m — dimV(AT) =m —dimV(A) =4 -2 =2.

(Har &r m och n antalet rader resp. kolonner i A).

c) Det ar tydligt att v; och vy &r linjért oberoende (de &r inte parallella), och
dérmed spanner de V(A) (som har dimension 2). Med ledning av nollorna i v,
och vy dr det uppenbart att t.ex. u = (0,1,—1,0)7 inte kan skrivas som en
linjarkombination av v; och vy och dérmed inte ligger i V(A).

5. a) A dr symmetrisk och &r alltsd diagonaliserbar. Vi bestdmmer egenvirdena till
A genom att 16sa ekvationen det(A — AI) = 0:

6— A 2
2 9—-A

’:(6—)\)(9—)\)—2-2:>\2—15)\+50:0



b)

a)

ger A = % + M = %, dvs Ay = 5 och Ay = 10. Egenvektorerna ges av

16sningar till (A — X\;I)x =0, j=1,2:

1 2 1 /-2
—4 2 1 /1

dér egenvektorerna har normerats (och &r ortogonala).

Matrisen A diagonaliseras alltsa som A = SDST, dér

=51 )

5 0
P=(5 1)
Eftersom S7S = I &r matrisen
1 /-2 1 500 -2 1 210 44 211 9
10 _ 0gr _ + =5
AT =5D7S _5<1 2)(0 1010)(1 2) ° (211—2 212+1>

Avbildningsmatrisen A = (F(e1) F(ez) F(e)) dar F(es) = F((1,1,1)) —
F(e) — F(ey) = (2,0,3) — (1,1,0) — (2,0,1) = (—1,—1,2) eftersom F é&r
linjar. Alltsa &r

och

1 2 -1
A=11 0 -1
01 2

Studenten har fel. For att avbildningen skall vara en rotation maste avbild-
ningsmatrisen vara ortogonal och déarmed ha det A = +1. Men det A = —4
sa det ar inte sant. En annan motivering ar att vid rotation kring den givna
linjen méste vektorn v = (2,3, —1)T avbildas pa sig sjilv, men F(v) = Av =
(9,3,1)T, varfor det inte stimmer.

Det réicker att visa att (I + A+ A?+ A3)(I—A) =1, ty dadr (1 + A+ A%+ A3)
vénster-invers till / — A och dérmed invers. Men

(T+A+ A2+ AT -A)=T+A+A*+ A - AT+ A+ A*+ A%
=4+ A+ A2+ A3 A-A A A =]-A'=]-0=1

enligt forutsittningen. Alltsa &r (I — A)™' =T+ A+ A? + A3

b) Enligt regeln for determinanten av en produkt géller att

det A* = (det A)*

Men da A* = 0 ar det A* = 0 &r darmed &r det A = 0.



