MATEMATIK
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA & GOTEBORGS UNIVERSITET

Linjar algebra, TMV216/MMGD20

Tentamen: 2022-01-13, 14.00-18.00

Hjalpmedel: Inga hjialpmedel tillatna

Betygsgranser TMV216: 20 poang — 3, 30 poang — 4, 40 poéng — 5
MMGD20: 20 poang — G, 35 poang — VG

Examinator: Tobias Geback, 031-772 35 47
Motivera dina svar och redovisa dina l6sningar utforligt och fullsténdigt.
Endast svar ger inga poang.

1. Bestdam alla I6sningar till ekvationssystemet
3r+2y—z= 3
20 —y+3z= 1
—r4+4dy—Tz= 1

2. Linjerna [y och [y &r givna av

r=3+1 r=2-1
lh:y=—-1-2t, teR lo:cy=1 ,teR
z=—-1-t z=—t

a) Bestdm skidrningspunkten mellan de tva linjerna.
b) Bestam ekvationen (pé affin form) for det plan som innehéller bada linjerna.

c¢) Berdkna avstandet fran punkten (3,—1,1) till planet i b).

3. Los matrisekvationen

ABX = AC,
dar
1 0 -2 1
RN R O ) I
-1 0 1 1
2 a 1
4. Satt V) = 1 , Vo = 1 , V3 = 1
0 -1 1

a) For vilket virde pa a ar vy, vy, v3 linjart beroende?

b) Lat A vara matrisen med kolonnvektorerna vy, vy, vy da a antar virdet som
bestdmts i a). Bestdm nollrummet, nolldimensionen och rangen for A.

VAND!

(5p)

(3p)

(4p)



5. Lat

1 0 —4
A= 0 5 4
-4 4 3
a) Visa att A = 3 dr ett egenvérde till matrisen A. (2p)
b) Beridkna alla egenvirden och egenvektorer till A. (5p)
c¢) Ar A diagonaliserbar? Motivera! (2p)
6. titw = (1) o= L (1
. al Uy = — , U = —=
V2 \g V34
a) Bestdm ug sa att uy, ug, uz bildar en positivt orienterad ortonormerad bas. (2p)
b) En linjir avbildning F : R® — R? har avbildningsmatris (5p)
1 1 10
000

i standardbasen. Vad blir avbildningsmatrisen i basen uy, us, us? Tolka dven
avbildningen geometriskt.

7. En matris A kallas normal om den uppfyller ATA = AAT.
a) Visa att alla ortogonala matriser 4r normala. (2p)
b) Visa att alla symmetriska matriser &r normala. (2p)

c) Ge ett exempel pa en 2 X 2-matris som &r normal, men varken ortogonal eller
symmetrisk. (4p)

Lycka till! /TG



Losningar:

1. Gausselimination ger

3 2 —-1]3 -1 4 =71 -1 4 =71 -1 4 7|1
2 -1 3 |1|{~2 -1 3 |1|~|0 7 —-11|3|~|0 7 —11]|3
-1 4 =71 3 2 -1|3 0 14 —-22|6 0 0 0 |0
Satt z =t sa fas
x 1 ) ¢ -5
y| =23 +=[11]|. teR
z 0 7
2. a) Sétt z,y, z lika for de tva linjerna sa fas
3 + tl = 2 - tQ
192t =1
1t =t
med losningen t; = —1, t = 0 som ger skirningspunkten (z,y, z) = (2,1,0).
b) Planet bestdms av punkten x, = (2,1,0) som ligger i planet, samt de tva
riktningsvektorerna for linjerna: v; = (1,—2,—1) och vy = (=1,0,—1). En
normalvektor &r n = vy X vo = ... = (2,2,—2) och d = n-xq = 6. Alltsa ar

planets ekvation
20 +2y—22=6 (eller z+y—z=3)

c) Satt u = (3,—1,1). Avstandet ges av ldngden av projektionen av u — xq pa
normalen (notera att planet inte gar genom origo), alltsa

(u-x) n| _[(L,-21)(22-2)] 4 _ 2
0| V12 2v3 V3

3. Multiplicera ihop AB och AC sa fas ekvationssystemet
8 6 T11 12\ —4 2
-3 =2 To1 T92 o 0 3
Gausselimiering ger
8 6 |—4 2 8 6| —4 2 8 0| 32 88 1 0] 4 -—11
-3 =20 3 0 2|—-12 30 0 2|-12 30 0 1|{-6 15

e (4 -1
Sa l6sningen ar X = (—6 15)

a =

(Man kan ocksé 16sa en kolonn i taget, eller berikna (AB)™!.)

4. a) Lat A vara matrisen med kolonnvektorer vy, vo, v3. Vektorerna ér linjart beroende
da det A =0, dvs da

dvs da a = 3.



b) Gausselimination av systemet Ax = 0 ger

2 3 110 11 110 11 110
1 1 1|0l ~]0 1 —=1|0f~1]0 1 =110
0 -1 110 0 -1 110 00 010
—2
med allmén l6sningx =t | 1 |,? € R, som beskriver nollrummet. Nolldimen-
1
sionen &r alltsd 1 och rangen = 3 —1 = 2 (vilket ocksa syns pa de tva pivotele-
menten).
5. a)
-2 0 —4 -2 0 —4
det(A-3I)=(0 2 4|=|-2 2 0|=-4(-8+8)=0
—4 4 0 —4 4 0
Alltsa ar A = 3 ett egenvarde.
b) Egenvirden ges av
1—-X 0 —4

O=det(A—X)=| 0 5—-)\ 4

—4 43—
=(1=MN((5=A)(3—=A) —16) —4((5 — \) - 4)
=B -N1-=XN)G-XA)=161-A+(B-X)=(3-N)(N\—6A+5—32)
= (3= \)(\* —6)—27)

med 16sning A\; = 3 eller da A2 — 6\ — 27 = 0, vilket ger Ay = —3 och A3 = 9.
Egenvektorer: Satt in A; och 16s (A — A\ 1)u; = 0 for ¢ = 1,2, 3, vilket ger

-2 0 —4|0 -2 0 —410 —2

0 2 4(0]~[0 2 4(0)=u=t|-2], teR\{0}
-4 4 010 0 0 010 1

4 0 —41|0 4 0 —410 2

0 8 4|0]~[08 4 |0]=>uw=t|[-1], teR\{0}
-4 4 6|0 00 010 2
—8 0 —410 —8 0 —4]0 —1

-4 410 —4 4 [0l =u=t| 2], teR\{0}

—4 4 =610 010 2

c) Ja, matrisen ar diagonaliserbar enligt spektralsatsen eftersom den &r sym-
metrisk. Alternativt ser vi ovan att alla egenvirden &r olika, vilken enligt en
sats vi bevisat medfoér att matrisen ar diagonaliserbar. Eller ocksa kontrollerar
man att egenvektorerna ar linjart oberoende.

6. a) Vinoterar att uy och uy dr ortogonala och har lingden 1. Om vi sétter ug =
U X Up =...= \/ié(—l, 1,2) far vi darfor en positivt orienterad ON-bas.



b) Avbildningsmatrisen i den nya basen &r A = STAS dér S dr matrisen vars
kolonner #r basvektorerna. Alltsa dr (om vi bryter ut 1/4/6 fran S)

i L (V3 V30 110\ /V3 —v2 -1
A:E—2\/§—\/§ 110 V3 V2 1
-1 1 2 000 0 —vV2 2
1\/5\/30 2v/3 0 0
zﬁ—\/?\/i—\/i 2v/3 0 0
-1 1 2 0 00
12 0 0 1 00
= —{o oo0o]l=(00 0
1230 0 0 00 0

Avbildningen ar en projektion pa linjen genom origo med riktningsvektor u;.

a) En ortogonal matris uppfyller ATA = I = AAT och uppfyller alltsa villkoret
for att vara normal.

b) Om A #r symmetrisk giller AT = A och dirfor giller att ATA = AA = AAT,

dvs A ar normal.

c) Ansitt A = (CCL Z

). Villkoret ATA = AAT ger da att
b2 — C2
{ac+bd: ab + cd

Dessutom maéaste vi ha b # ¢ om A inte skall vara symmetrisk. Tag till exempel
b =1 och ¢ = —1. Det andra villkoret ger da 2a = 2d och vi kan vilja t.ex.

a=d=1. Vi satter alltsa
1 1
a=(4)

och kontrollerar att A inte dr ortogonal, eftersom ATA = 2I. (Notera att
a = d = 0 inte fungerar ty da blir A ortogonal).



