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Alla hjilpmedel dr tilldtna, dock dr ingen form av samarbete eller kommunikation tilliten. Denna
tes har sex frdagor. Maxpodng ir 60p. For godkint krivs minst 25p.

For full poiing pd en uppgift kriivs en fullstindig och vilmotiverad losning som gdr att folja. Skriv
tydligt vad ditt svar ir pd varje uppgift. Losningar som dr olisliga eller inte gdr att folja eller som
innehdller endast svar bedoms som noll poing. Borja varje uppgift pd en ny sida. Du har en extra
halvtimme pd dig efter tentans slut till att skanna in och ladda upp dina losningar. Inlimningen
ska bestd av en enda Pdf-fil innehdllande alla losningarna i ordning. Det ir ditt eget ansvar att
se till att detta fungerar.

1. For varje viarde pa parametern a, ange antalet losningar till ekvationssystemet nedan. [10p]
Motivera dina svar.
r+ y+ z=1
ar+2y+ 22=3

azx +ay + a3z = a®

Losningsforslag

Addera (—a) ganger den forsta raden till de tva nedre raderna. Da fas det ekviva-
lenta systemet

x + Y+ z=1

2—a)y+ (2—a)z=3-a
(a® —a)z=a®—a

Koefficientmatrisen har nu trianguldr form, sd dess determinant dr produkten av
diagonalelementen, alltsé 1 - (2 — a) - (a® — a) = (a + 1)a(a — 1)(2 — a). Systemet
har en unik 16sning da denna determinant &r nollskild, alltsd d& a inte dr ndgot av

talen —1,0,1, 2.

Den nedersta ekvationen kan skrivas a(a —1)(a+1)z = a(a—1). Dad a = —1 saknar
dérfor ekvationsystemet 10sning. Nar a &r 0 eller 1 fér den nedersta ekvationen
formen 0z = 0 vilket dr sant for alla z, och z, y bestdms entydigt av z via de dvre tva
ekvationerna, sd systemet har odndligt mdnga losningar da a € {0,1}. Slutligen,
da a = 2 blir den mellersta ekvationen Oy + 0z = 1, sd systemet saknar 16sning.

0 nidra=—lellera=2
Svar: Antalet 16sningar till systemet dr ¢ co  nidra = 0Oellera =1

1 annars.
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2. Lat A = [}1 ﬂ . Hitta alla 2 x 2-matriser X och Y som uppfyller de tva matrisek- L10p]

vationerna AX +2X + A = I respektive YA +2Y =Y.

Losningsforslag

Vi loser forst den forsta ekvationen algebraiskt:
AX 42X +A=Te (A+2DX =T-Ae X =(A+20)71 (1 - A)

Det finns alltsd en unik 16sning (forutsatt att inversen ovan existerar, vilket den
gor). Vi far alltsd

e N A e | R B

Den andra ekvationen kan skrivas om till Y(A 4+ I) = 0, men hér dr A + I inte

inverterbar, sd istdllet gor vi en ansats Y = [zl 52] .Nukan Y (A + I) = 0 skrivas
3 Y4

yl y2 2 1 = 0 O 1 1 11 : o . .
[yg y4] [ 4 2} = [0 ol Multiplicerar vi ihop matriserna pd vanstersidan ger

detta upphov till fyra ekvationer, en for varje matrisposition:

2y1 + 4y =0
2y3+4y4:0®{y1+2y2 =0

Y1+ 2y2 =0 ys+2ys =0
Y3+ 2ys =0

Viinfor y = s och ys = t och far parameterlosningarna (y1, y2, y3, y4) = (—2s, s, —2t,t)
dér s,t € R. Mangden matriser som uppfyller ekvationen blir alltsa

{3 ] rem]




3. En ljusstrdle ¢ : (x,y,2) = (3,6,—5) + ¢t(—1,—1,2) ddr t € R faller in mot det

speglande planet 7 : 2z 4+ y 4+ z = 4. Hitta parameterformen for den speglade
stralen ¢'. Tips: Borja med att hitta spegelbilden av (3,6, —5) i planet.

Losningsforslag

Vi soker forst den punkt dér stralen trédffar planet. Punkterna pa den forsta linjen
kan skrivas (3—t, 6—t, —5+2t), vilket tillhor planet da 2(3—t)+(6—t)+(—5+2t) =4
vilket ger ¢t = 3 som motsvarar punkten S : (0,3, 1).

Lat P : (3,6,—5) och lat ) vara spegelbilden av P i planet. D kommer den
speglade linjen att gd genom (Q och S.

Vi berdknar nu punkten Q. Lat n = (2,1, 1) vara normalen till planet. Vi berdknar
v=projektionen av SP — (3,3, —6) pa n (rita bild).

. o 3,3,—6)e(2,1,1 1
Vi far v = G082 (2,1,1) = £(2,1,1).

Nublir OQ = 0P — 20 = (3,6, —5) —2- 3(2,1,1) = (3,6,5) — (2,1,1) = (1,5, —6),
sa@:(1,5,—6).

Till slut skriver vi ned parameterformen f6r linjen genom @ och S. En riktningsvek-
tor mellan ) och S blir Q? = (1,5,-6) — (0,3,1) = (1,2,—7). Parameterformen
for den speglade stralen kan dérfor skrivas Oﬁ + t@, alltsa

0 (z,y,2) =(1,5,—6) +t(1,2,-7), teR

[10p]



4. For vart och ett av nedanstdende pastdenden, ange om det &r sant eller falskt. En- [10p]
dast svaret rdknas. Rétt svar ger 1p, fel svar ger -1p, inget svar eller tvetydigt svar
ger Op. Totalpodangen pa uppgiften kan dock inte bli negativ. Sammanfatta dina
svar tydligt i en tabell.

(a) Matrisen [8 (1)] ar diagonaliserbar.

(b) P:(1,-2,3)och @ : (3,0,1) ligger pd samma sida om planet x + y + z = 0.
(c) Om det(A) = 1sd dr A en ortogonal matris.

(d) det(A) = det(—A) for kvadratiska matriser A.

(e) Om det(5] + A) = 0 sa har A har egenvardet —5.

(f) De tre vektorerna {(1,1,1), (2,0,2), (0,3,0)} &r linjart beroende.

(g) Avstdndet mellan planenm;: z+y—2z=50chm: v +y—2z=04&r5.

(h) Lat P vara avbildningsmatrisen for projektion pé ett plan. D4 géller P? = P.
(i) Vektorerna (u,v) = ((1,3),(2,5)) dr positivt orienterade.

(j) Det finns vektorer i planet = + 2y + 3z = 0 som &r vinkelrdta mot (1, 3, 5).

Losningsforslag

Endast svaren rdknas, men jag skrev dandad ett par korta motiveringar nedan.

(a) Falskt, egenrummet for egenvirdet 0 dr bara 1-dimensionellt.

(b) Sant, bdgge skaldrprodukter med planets normal (1,1, 1) &r positiva, sa vin-
klarna mot normalvektorn dr bada spetsiga.

(c) Falskt, t.ex. ar [é ﬂ ett motexempel.

(d) Falskt, det(—A) = (—1)"det(A) for n x n-matriser A.

(e) Sant, det(5] + A) =0 < det(—5/ — A) = 0.

(f) Sant, —6(1,1,1) 4+ 3(2,0,2) +2(0,3,0) = (0,0,0).

(g) Falskt, vektorn 2(1,1, —1) gar vinkelrdtt mellan planen s avstandet &r 51/3.

(h) Sant, projicerar man en vektor som redan ligger i planet hamnar den pa sig
sjdlv, sd att projicera tva ganger d4r samma sak som att projicera en gang.

(i) Falskt, minsta vridningen som &verfor u pd v dr medurs, alltsa i negativ rikt-
ning.

(j) Sant, alla vektorer i riktningen (1,2, 3) x (1, 3, 5) uppfyller villkoret.




5. Avbildningen F : R? — R3 projicerar vektorer pd planet 7 : x + 2z = 01iriktningen [10p]
(1,1,1). Med andra ord sa avbildar F' punkten (x,y, z) pa den punkt (z,y,z) +
t(1,1,1) som ligger i planet 7.

(a) Ange alla egenvarden och egenvektorer till ' (endast svar krévs).

(b) Hitta avbildningsmatrisen f6r F' med avseende pé standardbasen i R3.

(c) Vi definierar en ny funktion G : R® — R3 via G(v) = v — F(v). Hitta
egenvarden och egenvektorer for G. Beskriv ocksd den geometriska inneboérden
av G sa tydligt som mojligt. Tips: Anviind resultatet i (a).

Losningsforslag

(a) Fran den geometriska beskrivningen far vi direkt att alla vektorer ¢(1,1, 1) dar
t # 0 dr egenvektorer med egenvirde 0, och alla vektorer i planet z + 2z = 0
(utom nollvektorn) dr egenvektorer med egenvarde 1.

(b) Kolonnerna i avbildningsmatrisen &r bilderna av basvektorerna. (1,0,0) +
t(1,1,1) € # & t = —3 sd F(1,0,0) = 3(2,—1,—1). Vidare ar F(0,1,0) =
(0,1,0) eftersom (0, 1,0) redan liggerim. Och (0,0,1)+t(1,1,1) e 71 &t = —%
s& F(0,0,1) = 3(—2,—2,1). Dérfor blir avbildningsmatrisen

2 0 -2
[F]=4%]-1 3 -2].
-1 0 1

(c) Egenvirden och egenvektorer: Med hjdlp av (a) serviatt G(1,1,1) = (1,1,1)—
F(1,1,1) = (1,1,1) — (0,0,0) = (1,1, 1), sa alla nollskilda vektorer #(1,1, 1) ar
egenvektorer med egenvarde 1 for G.

Om u &r en vektor i planet 7 har vi ocksa enligt (a) : G(u) = u — F(u) =
u —u = 0. Alltsa blir alla nollskilda vektorer i planet = egenvektorer med
egenvdrde 0. Vi har nu hittat tre linjart oberoende egenvektorer till GG, s& det
kan inte finnas flera.

Geometriskt: Fran informationen om egenvektorer och egenvirden ser vi att
avbildningen G betyder (icke vinkelrdt) projektion av rummets punkter pa
linjen ¢(1, 1, 1). Punkter projiceras pa linjen i riktningar parallella med planet
7 (rita en bild).




6. For varje n > 1 definierar vi en n x n-matris A,, enligt
o 1 -
3 2 -1
3 2 -1
A, = 5
2 -1
- 3 2 -

Matrisen har alltsa 2:or pd diagonalen, 3:or ett steg under diagonalen, —1:or ett
steg over diagonalen, och nollor pa alla andra positioner.

Berdkna determinanten D,, = det(A4,,) for varje n > 1.

Tips: Borja med att hitta ett rekursivt samband for D,, och uttryck detta samband med
hjilp av en 2 x 2-matris.

Losningsforslag

Vi utvecklar D,, Idngs rad 1. Den forsta (n — 1) x (n — 1)-underdeterminanten som
uppkommer &r D,,_1, och den andra utvecklar vi ldngs kolonn 1. Da far vi D,, = 2D,,_1+
3D,,_. Vidare far vi att D; = 3 och Dy = 7. Detta ger en vildefinierad talfoljd D,, som
kan skrivas pd matrisform som

D, | _
D n—1 N
Varje matrismultiplikation forskjuter alltsa foljden ett steg, sa forskjuter vi startvardena
n—1 n—1
Dy 11 2 3 Dy 2 3 7| ..
= = >
ou el B A A

. . . 2
Hérnést soker vi egenvérden och egenvektorer till matrisen A = [1 g} .

2 3| |Dp-1 .
[1 O] |:Dn—2:| forallan > 2

n — 1 steg far vi [

A—2 =3

det(A\]—A) = ‘ 1

ar 3 och —1. Genom att 16sa systemet (3 — A)X = 0 finner vi att egenvektorer till A = 3

blir £(3,1), och genom att 16sa (—1 — A)X = 0 finner vi att egenvektorer till egenvardet
—14rt(1,—-1).

Nu kan matrispotensen berdknas med diagonalisering. Annu littare blir det om vi

borjar med att skriva (7,2) som en linjarkombination av egenvektorer. Koefficienterna

far man via ett ekvationssystem. Vi far [;} =2 E] + 1 [_11} . Da blir

= (L[ e Bl e )

Enligt nedersta positionen har vi alltsa

=AA—-2)-3=X2-2)1-3= (A—3)(A+1), s8 egenvirdena

D, = 33" —i(-1)" 1 =13 4 (—1)") for varjen > 1.

W=

[10p]



