Tentamen TMV216/MMGD20

Datum: 12 Juni 2020, 08.30

Telefonvakt: Axel Flinth, 0701-757469

Hjalpmedel: Linjal, penna, kladdpapper, ordbok.

Betygsgréanser: (TMV216) 20 poéng for betyget 3, 30 poéng for betyget 4 och 40 poéng for
betyget 5.

(MMDGU20) 20 poéang for betyget G, 35 for betyget VG.

Det finns totalt 50 poang att samla.

Berakningar och motiveringar skall redovisas. Enbart svar ger inga poang.
Tentamen bestar av sju (7) uppgifter. Tesen bestar av tre (3) blad.

Lycka till!

Uppgift 1 (8p)

Betrakta ekvationssystemet

T +x3 = 1
21’1 +X9 —|—2$3 =3
Ty +x9 +x3 = 2

a) Vilken matris ar systemets totalmatris? 1p

(a)

(b) Anvéand Gaussalgoritmen for att omforma totalmatrisen till trappstegsform. 3p

(c) Vilka kolumner i den omformade totalmatrisen &r fria respektive pivotkolumner? 1p
)

(1p)
(3p)
(1p)
(d) Avgor huruvida ekvationen har 16sningar, och bestdm i sadana fall samtliga 16sningar. (3p)

Uppgift 2 (7p)

Betrakta foljande matris

Bestam egenvarden och egenvektorer for A.



Uppgift 3 (7p)

Betrakta de tre punkterna

i planet.

1. Bestam ekvationer for normal- och parameterform for linjen ¢ som gar genom punkterna

P1 och PQ. (5p>
2. Ligger P5 pa (7 (2p)
Uppgift 4 (7p)

Betrakta den linjara avbildningen

T 1 — T2
gIRS—)Rg, To | — | T2 — X3
T3 T3+ 11
(a) Bestdm G:s avbildningsmatris med avseende pa standardbasen. (3p)

(b) Lat K C R? vara enhetskuben. Hur stor volym har

G(K) ={G(x)|x e R*},

alltsa den méngd K avbildas pa av G7 (2p)
(¢) Ar G inverterbar? Du behéver i sadana fall inte bestimma G'. (2p)
Uppgift 5 (7p)

Betrakta for ¢ € R matrisen

1 -2 a 3
B=1]1 -2 -1 3
2 1 3 6

(a) Motivera att N'(B), B:s nollrum, innehaller minst en vektor u # 0 for varje virde pa a. (2p)
(b) For vilka vérden pa a géller
rang(B) = 37

(3p)



(c) Betrakta nu istéllet, for b € R, matrisen

1 -2 b v’ -5
C=\(1 3 v*—-b B> —1+0b
2 1 b? b
Finns det ett varde pa b sa att
rang(C') = 17
(2p)

Uppgift 6 (8p)

En forskargrupp ater lunch tillsammans varje dag. De har fyra restauranger att vélja pa. Forskar-
gruppen ater aldrig pa samma restaurang tva dagar i rad. De valjer istéllet slumpmassigt en av de
ovriga tre restaurangerna. Sannolikhet for att véalja var och en av de de tre andra restaurangerna
ar lika stor.

(a) Beskriv en graf och en Markovkedja pa den som modellerar forskargruppens restaurangbesok.
Bestam speciellt Markovkedjans 6vergangsmatris. (4p)

(b) Bestam en stationdr fordelningen for Markovkedjan. (2p)

(c) Forskargruppen har gjort sahdr under en mycket lang tid. Motivera att sannolikheterna for
att forskargruppen viljer de olika restaurangerna ges av vektorn du berdknade i (b).  (2p)

Uppgift 7 (6p)
Lat A € R*?.
(a) Antag att A inte har egenvérdet 1. Vilken rang har da (A — I5)? (2p)

(b) Lat @ : R? — R? vara den affina avbildningen som ges av matrisen A och translationsvektorn
b, alltsa

d:R* - R?* P+ AP +b.

Antag att A inte har egenvirdet 1. Bevisa att ® har en fixpunkt, dvs. att det existerar en
punkt P* med ®(P*) = P*. (4p)



Tentamen TMV216/MMGD20

Datum: 7 april 2020

Telefonvakt: Axel Flinth, 0701-757469

Hjalpmedel: Linjal, penna, kladdpapper, ordbok.

Betygsgréanser: (TMV216) 20 poéng for betyget 3, 30 poéng for betyget 4 och 40 poéng for
betyget 5.

(MMDGU20) 20 poéang for betyget G, 35 for betyget VG.

Det finns totalt 50 poang att samla.

Berakningar och motiveringar skall redovisas. Enbart svar ger inga poang.
Tentamen bestar av sju (7) uppgifter. Tesen bestar av tre (3) blad.

Lycka till!

Uppgift 1 (8p)

Betrakta ekvationssystemet

I ‘F{L’g =1

201 4x9 4225 =3

T, Fx9 +x3 =2
(a) Vilken matris dr systemets totalmatris? (1p)
(b) Anvind Gaussalgoritmen for att omforma totalmatrisen till trappstegsform. (3p)
(c¢) Vilka kolumner i den omformade totalmatrisen ér fria respektive pivotkolumner? (1p)
(d) Avgor huruvida ekvationen har 16sningar, och bestdm i sadana fall samtliga 16sningar. (3p)

Lésning. (a)

— N
__ O
— N
N o

(b) Vi genomfér Gaussalgoritmen

1011\ /1011 1011
2 1 2 3| @202 (g 1 0 1] G- (0 1 0 1
111 2 0101 0000



(c¢) Kolumn 3 och 4 &r fria, och kolumn 1 och 2 &r pivotkolumner.

(d) Eftersom den sista kolumnen &r fri har systemet losningar. Eftersom den tredje kolumnen
ar fri kan vi parametrisera x3 = t, t € R. Vardet av de andra variablerna bestammer vi genom
bakatsubstition:

.1'2:1
T+ ars=r1+t=1=>2,=1-—1t.

Vi far alltsa l6sningsméangden

ry = 1—-1
Ty = 1 ,t € R.
r3 =
0
Uppgift 2 (7p)
Betrakta foljande matris
0 —1 -2

Bestam egenvarden och egenvektorer for A.
Losning. Vi borjar med att bestamma A:s karakteristiska polynom

t 1 2
pa(t) =det(t- I3 —A)=|-1 t—2 =3
0 0 t-—1

Vi kan anvanda Sarrus regel for att bestamma vardet av determinanten:

t 1 2 |t 1
—1 t-2 =3|-1 t-2=tt—-2)(t—-1)—-0—-0-0—-0—(=1)-1-(t—1)
0 0 t—1|0 0

=(t-Dt—2t+1)=(t—1)°

Det har polynomet har det trippla nollstéllet t = 1. A:s enda egenvarde ar saledes 1.



For att bestamma egenvektorer till egenvardet 1 bestammer vi nollrummet till matrisen I3— A

1 1 2 /11 2
Ii—A=|-1 -1 =3| @)+ @) — @) [0 0 —1
0 0 0 00 0

Den héar matrisen ar redan i trappstegsform. Den andra kolumnen &r fri, sa att vi satter xo = t.
Virdet av de andra variablerna bestams sedan med hjilp av bakatsubstitution - man erhaller
att mangden av alla egenvektorer till egenvardet 1 ar

t{-1], teRr.
0

Uppgift 3 (7p)

Betrakta de tre punkterna

i planet.

1. Bestam ekvationer for normal- och parameterform for linjen ¢ som gar genom punkterna

P, och Ps. (5p)
2. Ligger P3 pa (7 (2p)

Lésning. (a) For att bestdmma linjens ekvation pa parameterform behover vi rdkna ut en rikt-
ningsvektor v for linjen. Vi kan t.ex. anvéanda forbindningsvektorn mellan punkterna P, och P

for denna:
—_— 2 1 1
v=rri=(5) - (1) = (1):
1 1
(Y oe(1). ces

For att bestamma normalformen for linjens ekvation bestammer vi forst en normalvektor till
linjen, alltsa en vektor n med (n,v) = 0. Har duger till exempel

o (1)

Parameterformen ar alltsa



Vi vet nu att linjens ekvation har formen {P| (P,n) = a} for nagot a € R. Vi bestdmmer vérdet
pa « genom att utnyttja att P ligger pa linjen, sa att

e = () () rneraa

Normalformsframstéllningen for linjen &ar alltsa

() -

(b)Vi kan avgora huruvida P ligger pa linjen genom att undersdka om den uppfyller nor-
malekvationen. Da vi har

(2 () (-0 -v0r- 002

ligger Ps inte pa /. m

Uppgift 4 (7p)

Betrakta den linjara avbildningen

T T1 — T2
G: R R |z | — | 20— 25
T3 T3+ 1
(a) Bestdm G:s avbildningsmatris med avseende pa standardbasen. (3p)

(b) Lat K C R? vara enhetskuben. Hur stor volym har

G(K) = {G(x)|x e B*}

alltsa den méngd K avbildas pa av G7 (2p)
(c) Ar G inverterbar? Du behover i sidana fall inte bestamma G™*. (2p)

Lésning. (a) Vi bestammer G(e;) fori =1,...

@

1 1
g(e1) =0 0 =10

0 1

0 -1
Q(GQ) =g 1 = 1

0

0 0
Q(eg) = g 0 = —1

1 1




Avbildningsmatrisen far alltsa foljande utseende

1 -1 0
Ag=10 1 -1
1 0 1

(b) G forandrar volymer med en faktor |det(Ag)|. Vi berdknar determinanten med hjalp av
Sarrus:

1 -1 0\1 -1
0 1 -110 1 =1+14+0-0-0-0=2.
1 0 1/)1 0

Vi far alltsa
IG(K)| = |det(Ag)| |[K[=2-1=2.

(c) Ja, G ar inverterbar. Vi vet att G ar inverterbar precis nér Ag &r det, och det &r den pa
grund av att det(Ag) # 0. O

Uppgift 5 (7p)

Betrakta for ¢ € R matrisen

1 -2 a 3
B=11 -2 -1 3
2 1 3 6

(a) Motivera att AN'(B), B:s nollrum, innehaller minst en vektor u # 0 for varje varde pa a. (2p)
(b) For vilka vérden pa a géaller
rang(B) = 37
(3p)
(c) Betrakta nu istéllet, for b € R, matrisen

1 =2 b b -5
C=11 3 bv*—b b>»—1+0b
2 1 b? b

Finns det ett varde pa b sa att

rang(C') = 17



Lésning. (a) Eftersom B har fler rader &n kolumner kommer dess reducerade trappstegsform,
oberoende av vardet pa a, ha minst en fri kolumn. Darmed kommer det finnas minst en 16sning
u # 0 till ekvationen Bu = 0. Denna vektor ar per definition ett element i B:s nollrum.

(b) For att bestimma B:s rang anviander vi Gaussalgoritmen

1 -2 a 3\ — (1 =2 a 3 1 -2 a 3
1 -2 1 3| 7= o 0 ~1—a 0 Gioe) [0 5 3-2a 0
2 1 3 0 5 3-2 0 0 0 —l-a 0

Har ser vi att vi far tre pivotkolumer savida inte —1 —a = 0. Med andra ord, for alla a # —1
géller rang(B) = 3.

(c) Nej. De tva forsta kolumnerna i C' ar linjart oberoende. Darmed &r dimensionen for R(C)
minst 2. Da dim R(C) = rang(C) kan saledes C's rang aldrig vara lika med 1. O

Uppgift 6 (8p)
En forskargrupp ater lunch tillsammans varje dag. De har fyra restauranger att vélja pa. Forskar-
gruppen ater aldrig pa samma restaurang tva dagar i rad. De véljer istéllet slumpmassigt en av de
ovriga tre restaurangerna. Sannolikhet for att valja var och en av de de tre andra restaurangerna
ar lika stor.

(a) Beskriv en graf och en Markovkedja pa den som modellerar forskargruppens restaurangbesok.

Bestam Markovkedjans 6vergangsmatris. (4p)
(b) Bestédm en stationdr fordelningen for Markovkedjan. (2p)

(c) Forskargruppen har gjort sahéir under en mycket lang tid. Motivera att sannolikheterna for
att forskargruppen véljer de olika restaurangerna ges av vektorn du berdknade i (b).  (2p)

Lésning. (a) Det gar att modellera forskargruppens restaurangval med en ren slumpvandring pa
grafen med fyra noder, dar varje par av noder ar férbundna med en kant.

eve
9‘9



Da vi i varje nod valjer en av de andra tre med lika stor sannolikhet ges Gvergangsmatrisen
for Markovkedjan av

1 1 1

Vs g
r—|3 V35 3
i1 g1
§f 1 3
33 30

(b) En mgjlig 16sning &r att man genom grafens symmetri ser att

0.25
. 0.25
0.25
0.25

maste vara en stationidr fordelning. Genom att kontrollera att Tp* = p* visar man det ocksa
strikt matematiskt.

Man kan ocksa l6sa uppgiften mer 'mekaniskt’ som foljer: Stationéra fordelningar till Markovked-
jan ar egenvektorer till overgangsmatrisen till egenvardet 1. Vi rdknar ut dem genom att
bestamma T — I5:s nollrum:

1 1 1 1 1 L 11
1 ° i i 3(i6)— (i ? 3 H
T—I;=| 1% Lo ? 3(("3%%“)') =3 11
T % % -1 3 3(iv)— (iv) 1 1 -3 1
3 3 3 -1 1 1 1 -3
1 L 11 ST U B
3 3 3 3 3 3
Yoy | o —& 104 ———— g & 1 1
(4d4)+ (1) — (i14) 3 3 3 (i4d)+0.5(id) — (i) 3 3
(i0)+(3)— (i) 0 jgi —43 %8 (@)+05@@)=6w) |0 0 —6§ %6
0 3 3 -3 0 0 3 -3
1 L 11
o s o4
(v)— (i) — (4v) 3 3 8
00 -3 3
0O 0 0 0

Hér ar den sista kolumnen fri, sa att p, = ¢, och vi kan nu via successiv bakatsubstitution rakna
ut att mangden av losningar till egenvardesekvationen ar

1
1

p=t E teR.
1

Satter vi ¢ = 1 far vi den stationéra fordelningen (det ar bara da summan av elementen blir lika
med 1.



(c¢) Markovkedjan ar sammanhéngande och aperiodisk. Déarfor kommer fordelnignen, oavsett
vilken fordelning forskargruppen anvande nar den valde sin forsta restaurang, att efter lang tid
ha konvergerat till den stationara fordelningen. Sannolikheten att de véaljer en viss restaurang
ar alltsa mycket néra 0.25.

O
Uppgift 7 (6p)
Lat A € R?2,
(a) Antag att A inte har egenvéirdet 1. Vilken rang har da (A — I3)? (2p)

(b) Lat ® : R? — R? vara den affina avbildningen som ges av matrisen A och translationsvektorn

b, alltsa
d:R* = R?* P+ AP +b.

Antag att A inte har egenvardet 1. Bevisa att ® har en fixpunkt, dvs. att det existerar en
punkt P* med ®(P*) = P*. (4p)

Lésning. (a) Egenviardena A till en matris ar precis de véarden for vilka A — AI inte ar inverter-
bara. Om A inte har egenvardet 1 &r alltsa A — I inverterbar, och darmed har den rang 2.

(b) Vi maste bevisa att ekvationen ®(P) = P har en 16sning. Vi har
P=0®(P)=AP+b & b=P— AP =(I,~ A)P & P =(I,— A)'b,

dar vi i det sista steget anvande att I, — A ar inverterbar. (I, — A)~'b ar alltsa den sokta
fixpunkten. [



