Tentamen
TMV211 Inledande Diskret Matematik, D1/DI2

2022-01-04 kl. 08.30-12.30

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Peter Hegarty, telefon: 070-5705475, +353-21-4292548
Hjilpmedel: Inga

For godkéant pa tentan krdvs 30 poéng, inklusive eventuella bonuspoéing erhallna fran bonusuppgifterna under
HT-2021. Preliminért sa kravs 40 poédng for betyget 4 och 50 poéng for betyget 5. Dessa grénser kan minskas men
inte hojas i efterhand.

Losningar 14ggs ut pa kursens Canvassida direkt efter tentan. Tentan rattas och bedéms anonymt. Resultatet

meddelas i Ladok senast den 26 Januari. Granskning ordnas dérefter av kursansvarig.

OBS! Motivera alla dina svar vél. Det dr i huvudsak tillvigagangssitten och motiveringarna
som ger podng, inte svaren.

I de uppgifter som bestar av fler olika delar gar det alltid att 16sa de enskilda delarna oberoende
av varandra, &ven om man kan ibland spara raknetid genom att 16sa deluppgifterna sekventiellt.

Om du i en l6sning aberopar en sats fran kursboken eller foreldsningarna sa récker det att du
formulerar satsen tydligt, du behover inte inkludera ett bevis av satsen.

I uppgift 4 behdver du inte rikna ut svaren som bas-10 tal.

Uppgifterna

1. (a) Bestdm den allménna losningen till den Diofantiska ekvationen (8p)
107z — 38y = 10

samt den 16sning for vilken |x| + |y| & minimal.

(b) Bestédm den allménna lésningen till féljande system av kongruenser: (4p)

38z =1 (mod 107) z =2 (mod 3).

2. Bestidm 52162 (mod 4158). (6p)
Var god vind!



3. Bevisa med hjélp av induktion att for alla heltal n > 2 giller

z": 1 1)\_5_ 1
2%k—1 2k) 6 n+2

k=1

(OBs! Du far inga poéng om du bevisar olikheten pa nagot annat vis, &ven om ditt bevis
ar korrekt. Uppgiften ska testa om du kan matematisk induktion.)

4. Betrakta bokstdverna i

DISKRETMATEMATIK

(a) Hur manga ord kan man gora av bokstidverna om alla bokstéiverna ska anvindas ?

(b) Hur manga 5-bokstévers ord kan man gora som innehaller all tre T:n och i dvrigt
bara vokaler ?

(¢) Om man plockar 3 av de 16 bokstédverna slumpmaéssigt, vad &r sannolikheten att man
plockar 3 konsonanter 7

(d) I hur méanga av orden i del (a) forekommer inte samma vokal i tva intilligande platser
?

(e) Ség att du hade oéndligt manga exemplar av varje bokstav som forekommer ovan,
dvs D, I, S, K, R, E, T, M, A. Pa hur manga sitt kan du vélja 13 bokstdver, utan
hénsyn till ordningen ?

OBs! I deluppgifter (a)-(d) ett ord betecknar en valfri ordnad bokstavskombination. Dvs
ordet behover inte betyda nagot pa t.ex. svenska.

5. (a) Kom ihag att en sekvens av positiva heltal séigs vara grafisk om det finns en enkel
graf med dessa gradtal. Betrakta foljande tre sekvenser:

2,2,3,3,4,4,5
2,3,3,3,4,4,5
1,2,3,4,4,6,6
i. Tva av dessa sekvenser ar inte grafiska. Vilka tva ? Motivera ditt svar !
ii. For den grafiska sekvensen, rita en graf som har dessa gradtal.
(b) Lat G vara den viktade grafen i Figur 1 och lat G* vara den underliggande oviktade
grafen, dvs samma noder och kanter men inga vikter pa kanterna.
i. Ange en Eulervig i G*.

ii. Anvand antingen Kruskals eller Prims algoritm for att skapa ett MST i G. Skriv
tydligt hur din algoritm fortskrider, dvs vilken kant som véljs i varje steg. Rita
det slutgiltiga MST:et och ange dess totala vikt.

Var god vind!



. Skriv foljande argument i symbolisk logisk form. Ange tydligt ditt universum och dina
predikat. Ar argumetet giltigt ?

Alla som har pluggat pa Chalmers &r smarta
Nagra som har pluggat pa KTH &r korkade

Det finns ingen som har pluggat pa bade Chalmers och KTH

OBs! I denna uppgift ska “korkad” betraktas som synonymt med “inte smart”.

L&t f:Z X7 — 7 ges av f(x, y) = 2% — y°.

(a) Ar f injektiv ? Forklara.
(b) Ar f surjektiv ? Forklara.

. Betrakta relationen R pa R? som ges av
(a,b) R (¢, d) < max{lal, [b|]} =max{|c|, |d|}.

(a) Motivera varfor R &r en ekvivalensrelation pa R?. Du kan fatta dig kort men limna
inte ut nagon egenskap som en ekvivalensrelation ska ha !

(b) Rita i planet ekvivalensklassen som innehaller (1, 1).

Go n’eiri an bothar libh!



Loésningar TMV211, 2022-01-04

1. (a) Euklides framat:

107 =2 - 38 4 31,

38=1-31+7,
31=4-7+3,
7=2-3+1.

Sedan bakat:

1=7-2-3=7-231-4-7)=9-7-2-31
=9(38—-31)—2-31=9-38—11-31=9-38—11(107—2-38) = (—11)- 107+ 31 - 38,

alltsa
1= (—11)-107 — (—31) - 38. (1)

Multiplicera igenom med 10 sa far vi att
10 = (—110) - 107 — (—310) - 38,

dvs xg = —110, yo = —310 &r en 16sning. Den allménna 16sningen lyder

T =2x0+ (2)7’4:—110—1-3871,
a
y=y0+(g)n:—310+107n, nez.

Det &r latt att se att |z| + |y| blir minimal da n = 3, vilket ger 16sningen x = 4,
y = 11.

(b) Fran (1) ser vi att den forsta kongruensen kan skrivas som z = 31 (mod 107). Den
Kinesiska Restsatsen séger att systemet har en unik 16sning modulo 107 - 3 = 321.
Dessutom maste denna losning vara ett av 31, 31 + 107 = 138 eller 138 + 107 = 245.
Man kontrollerar att bland dessa tre tal &r det endast 245 som &r 2 (mod 3).

SVAR: z = 245 (mod 321).

2. Forst maste vi primtalsfaktorisera 4158:

4158
2079
693
231
7
11
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Alltsa:
4158 =233 . 711 = ¢(4158) = ¢(2) - ¢(3%) - ¢(7) - $(11)
=(2-1)-(33-3%)-(7—1)-(11-1)=1-18-6-10 = 1080.

Vi ser ocksa fran primtalsfaktoriseringen att SGD(5, 4158) = 1, sa Eulers sats giller och
medfor att
51080 = 1 (mod 4158).

Saledes har vi att
52162 = (510802 52 = 52 = 25 (mod 4158).

. BASFALLET n = 2:

wr: - 1o T
6 4 12
Sa VL < HL, ja.
INDUKTIONSSTEGET: Antag, for ett visst n > 2, att
n
1 1 9 1
> o)< - —. (2)
2k—1 2k 6 n-+2
k=1
Vi vill hérleda att
’il 1 1\_5_ 1 )
2k—1 2k) — 6 n+3

Vi jobbar pa VL av (3):
’i‘j 1 1) <& S WA
2k—1 2k) = \2k-1 2k 2n+1 2n+42

k=1
(2) /5 1 1 1
<|=- + — .
—\6 n+2 2n+1 2n+2

Sa for att hirleda (3), det riacker att kunna visa att

5 1 n 1 1 <5 1
6 n+2 2n+1 2n+2/) 76 n+3
1 1 1 1
& — < —
2n+1 2n+2 " n+2 n+3
1 1

< (2n+1)(2n +2) = (n+2)(n+3)
< (2n+1)2n+2) > (n+2)(n+3)
<:>4n2—|—6n—|—22n2—|—5n—|—6

& 3n?4n >4,

vilket dr uppenbarligen sann for alla n > 2 (den #r dven sann for n = 1).



4.

(a)

(b)

(d)

Det finns 16 bokstéver totalt varav 3 st T och 2 st K, M, A, E, I. Sa enligt multino-

mialsatsen kan man gora s; (2,) ord.

Det finns (g) = 10 val for positionerna av T:en. Inbordesordning av de tva ovriga
bokstéverna spelar roll endast om de &r olika. Det finns 3 sétt att vilja samma bokstav
i ovrigt (A, E, I) och 6 sétt att viilja tva olika med hénsyn till inbérdesordning (AE,
EA, AL IA, EI, IE).

Sa enligt MP+AP finns det 10 - (3 + 6) = 90 olika ord.

10 av de 16 bokstéiverna ar konsonanter. Sannolikheten att man forst plockar en
konsonant #r saledes + 16 5 . Da har man 15 bokstéver kvar av vilka 9 dr konsonanter,

sa sannolikheten att den andra bokstaven ocksa dr en konsonant &r 195 = § . Pa samma
sitt, sannolikheten att den 3e boksataven ocksa &r en konsonant &r 1—84 = %. Enligt
(den sannolikhetsteoretiska) MP, sannolikheten att alla tre bokstéver &r konsonanter
ar saledes % X % X % = 1—34.

Vi tillimpar sallprincipen. Lat X vara méingden av alla orden i del (a) och lat A, €&
resp. Z vara delméngderna till X bestdende av de ord som innehaller intilligande A,
E resp. I. Vi soker

16!
X = (AUEUT)| = |X| - JAUEUT| = —2 _ _|4ucuTl. (4)
31 (21)5
Enligt sallprincipen har vi
JAUEUZ| = |A|+ |E|+|Z] - |ANE| - |ANZ| - |ENTZ|+ |ANENT] (5)

symmetri=
3 Al = 3lANEI+[ANENT].

Forst betrakta A. Vi kan betrakta de tva intilligande A:en som en enda bokstav AA.
Saledes har vi 15 bokstéver, varav 3 T och 2 K, M, E, I. Sa antalet ord &r nu (g,)
Nast betrakta A N &. Vi rdknar orden som innehaller bade AA och EE. Saledes
har vi 14 bokstéver, varav 3 T och 2 K, M, I. Sa antalet ord &r nu 3'%121:)
Slutligen betrakta A N & NZ. Vi rdknar orden som innehaller AA, EE och II. Sa-
ledes har vi 13 bokstéver, varav 3 T och 2 K, M. Sa antalet ord &r nu 3 g')
Inséttning in i (5) och sedan i (4) ger svaret pa uppgiften:

16! _3><15!+3><14!_ 13!
3205 31207 323 31(2n?

Det finns 9 olika “sorters” bokstédver och du ska vilja 13 st utan hénsyn till ordning.
Det enda som spelar roll ar saledes hur manga ganger du viljer varje “sorts” bokstav.
Enligt formel, antalet sétt att valja ar (13;_91_ 1) = (281).
Den forsta sekvensen &r inte grafisk ty summan av gradtalen dr udda. Den tredje ar
inte grafisk heller, ty: en sddan graf skulle ha 7 noder varav 2 st har grad 6. Varje
ovrig nod skulle saledes vara en granne till bada dessa, dvs varje nod skulle ha gradtal
minst 2, vilket sdger emot att det finns en nod av grad 1.

Den andra sekvensen &r grafisk, se Figur L.5.



(b) i. Det finns tva noder av udda gradtal, b och i. Ett exempel pa en Eulervig dem
emellan ar

b—-c—wa—=>b—>f—-e—>d—-a—-h—->d—f
—h=>i=>fog—=2c—>j—2l—=>k—=>i—=>j—g9g—1i

ii. Om vi anvinder Prims algoritm med start i a, sig, sa kan det ga till sahér (notera
att kanten {i, h} skulle kunna viljas i stéllet i Steg 9):

’ Steg ‘ Vald kant ‘ Vikt ‘
1 {a, ¢} 3
{c, j}
{c, b}
{, g}
{J, 1}
{g, i}
{i, f}
{f, d}
{d, h}
{t, k}
y | Total vikt | 25 |

O[O0 || Y = | W N

S WIN N W W NN

—
(]

Om man déremot anvinder Kruskals algoritm sa skulle det kunna ga till sahéar
(hér skulle likval {h, i} kunna véljas i nagot av Stegen 6-9):

’ Steg ‘ Vald kant ‘ Vikt ‘
{e, 4} 1
{b, c}
{9, J}
{d, f}
{f, i}
{a, ¢}
{d, h}
{g. i}
{5, 1}
{k, 1}
| | Total vikt | 25 |

O 0| || U | W[N]+~

W W W W NN NN

—_
o

6. Lat universumet U besta av alla ménniskor och vi infor f6ljande predikat:

C(z) : x har pluggat pa CTH.
K (z) : x har pluggat pa KTH.

S(z) : x &r smart.



Argumentet kan da skrivas som

Argumentet dr ogiltigt ty hypoteserna utesluter inte (den visserligen osannolika hindelsen
I) att det ocksa finns smarta ménniskor som har pluggat pa KTH.

7. (a) Nej, den &r inte injektiv. T.ex. f(1, 0) = f(—1,0) = 1.

(b) Nej, den #r inte surjektiv. T.ex. jag pastar att det inte finns nagra z, y sadana att
flz,y) =2 Foraz? —y?> =2 = (z—y)(x+y) = 2. Bade  — y och = + y #r heltal och
2 &r ett primtal sa vi maste ha x —y = £1 och x + y = £2, eller vice versa. Men +1
ar udda och +2 #r jimna, medan x — y och x + y = (z — y) + 2y har alltid samma
paritet.

8. (a) Alla foljande pastaenden &r uppenbara, ingen ytterligare motivering behovs.
REFLEXIVITET: max{|al|, |b|} = max{|a|, |b|}.
SYMMETRI:
max{]al, [b]} = max{lc|, [d|}] = [max{[c|, |[d[} = max{]a], [b]}].
TRANSITIVITET:

[max{fal, o[} = max{|c|, [d|}] A [max{[e], ||} = max{le|, |f|}]
= max{lal, [b]} = max{[e], [f]}.

(b) Se Figur L.8.



