Tentamen
TMV211 Inledande Diskret Matematik, D1/DI2

2021-10-23 kl. 14.00-18.00

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Peter Hegarty, telefon: 070-5705475, 031-7725371
Hjilpmedel: Inga

For godkéant pa tentan krdavs 30 poidng, inklusive eventuella bonuspoing erhallna fran bonusuppgifterna under
HT-2021. Preliminirt sa krivs 40 poing fér betyget 4 och 50 poéing for betyget 5. Dessa grinser kan minskas
men inte hojas i efterhand.

Losningar ldggs ut pa kursens Canvassida direkt efter tentan. Tentan rdttas och bedéms anonymt. Resultatet

meddelas i Ladok senast den 12 November. Granskning ordnas dérefter av kursansvarig.

OBS! Motivera alla dina svar vil. Det dr i huvudsak tillvigagangssidtten och motiveringarna
som ger podng, inte svaren.

I de uppgifter som bestar av fler olika delar gar det alltid att 16sa de enskilda delarna oberoende
av varandra, &ven om man kan ibland spara riknetid genom att 16sa deluppgifterna sekventiellt.

Om du i en l6sning aberopar en sats fran kursboken eller foreldsningarna sa récker det att du
formulerar satsen tydligt, du behover inte inkludera ett bevis av satsen.

Uppgifterna
1. (a) Bestdm den allménna lésningen till den Diofantiska ekvationen
336x — 47y = 100
(b) Berékna ¢(336).

(c) Bestdm 4747 (mod 336).

2. Bestdm den allménna losningen till f6ljande system av kongruenser:

=2 (mod 3), 2z =3 (mod11), z =4 (mod 17).

Var god vind!

(11p)

(7p)



3. Talfoljden (ay)o2, definieras rekursivt enligt
ap=1, a1 =2, ap,=3ap_1—2ap_o+1 Vn>2.
(a) Berikna ag, as.
(b) Bevisa med hjilp av induktion att a, = 2"T! — (n + 1), for varje n € N.

(OBs! Du far inga podng om du bevisar likheten pa nagot annat vis, &ven om ditt bevis
ar korrekt. Uppgiften ska testa om du kan matematisk induktion.)

4. Smastaden Woodpecker Creek har 100 friska vuxna invanare, varav 50 st har blodgrupp
O och 10 st har var och en av blodgrupperna A+, A-, B+, B-, AB.

I lordags arrangerade den lokala kliniken en “blood drive” dér alla friska vuxna bjods in
for att donera blod.

(a) Hur manga mojligheter finns det for den ordnade sekvensen av de 5 blodgrupperna
hos de 5 forsta som dok upp for att donera blod ?

(b) Hur manga mdjligheter finns det for ett facit efter 5 donatorer, dér ett facit innehaller
bara antalet donatorer i varje blodgrupp ?

(¢) Hur manga mojligheter finns det for identiteterna hos de 5 forsta donatorerna, i
ordning, om vi vet att de hade 5 olika blodgrupper ?

(d) Vad &r sannolikheten att bland de 5 forsta donatorera finns minst 3 med blodgrupp
07

OBs! I deluppgifter (a) och (b) &r man inte intresserad av vem som donerar blod, bara
deras blodgrupper.

5. (a) Ar de tva graferna i Figur 1 isomorfa eller ej ? Forklara tydligt !

(b) Lat G vara den viktade grafen i Figur 2 och lat G* vara den underliggande oviktade
grafen, dvs samma noder och kanter men inga vikter pa kanterna.

i. Ange en Hamiltoncykel och en Eulervig i G*.

ii. Anvand antingen Kruskals eller Prims algoritm for att skapa ett MST i G. Skriv
tydligt hur din algoritm fortskrider, dvs vilken kant som véljs i varje steg. Rita
det slutgiltiga MST:et och ange dess totala vikt.

6. Avgor om foljande argument dr giltigt eller ej. Motivera vl !

P —q

Var god vind!

(8p)



7. Lat f:Z X Z — Z ges av f(x, y) = 3z — 2y.

(a) Ar f injektiv ? Forklara.
(b) Ar f surjektiv ? Forklara.

8. Betrakta foljande bindr operation pa R:

a*b=a+b+ Vab.

(a) i. Ar * kommutativ ? Forklara.
ii. Ar % associativ ? Forklara.
ili. Finns det en identitet for * ? Forklara.

(b) Har 1 en invers ? Forklara. (OBs! Du behéover inte berékna exakt en eventuell

invers).

Go n’eiri an bothar libh!



Lésningar TMV211, 21-10-23
1. (a) Euklides framat:
336 =T7-4747,
47=6-7+5,

7=1-5+2,
5=2.2+1.

Sedan bakat:

1=5-2-2=5-2(7T—5)=3-5-2-7
=3(47—6-7)—2-7T=3-47—20-7 =347 — 20(336 — 7 - 47),

alltsa
1=(-20) 336 — (—143) - 47. (1)
Multiplicera igenom med 100 sa far vi att
100 = (—2000) - 336 — (—14300) - 47,

dvs xg = —2000, yo = —14300 &ar en l6sning. Den allménna 16sningen lyder

b
T =10+ (d> n = —2000 + 47n,

y =10+ (%) n = —14300 + 336n, n € Z.

(b) Forst maste vi primtalsfaktorisera:

336
168
84
42
21

N W N| NN N

Alltsa:
336 =2%.3.7 = ¢(336) = (2%) - &(3) - #(7)
=(2'-2%-3-1)-(7T-1)=8-2-6 = 96.

(c) Vi ser fran primtalsfaktoriseringen (eller fran (1)) att SGD(47, 336) = 1, sa Eulers
sats géller och medfor att
47% =1 (mod 336).

Saledes har vi att
474 = (47%6)5 . 4771 = 477 (mod 336).
Ekv. (1) medfor att 143 -47 = 1 = 47! = 143 (mod 336).



2. Forst skriver vi om den andra kongruensen till

r=2"1.3=6-3=18=7 (mod 11).

Systemets allménna 16sning ar alltsa

dér

x=2-b-11-1747-b3-3-17+4-b3-3-11 (mod 3-11-17), (2)

by=(11-17)"'=(2-2)"'=1"" =1 (mod 3) = tag by =1,
by=(3-17)"'=(3-6)"'=7"'= -3 (mod 11) = tag by = -3,
bi=@3-1)7 = (=)' = -1 (nod 17) = tag by = 1.

~—
I
[ay

Inséttning in i (2) ger

£=2-1-11-17—7-3-3-17—4-1-3-11 (mod 561)
=374 — 1071 — 132 = —829 = —829 + 2 - 561 = 293 (mod 561).

SVAR: z = 293 (mod 561).

3. (a)

(b)

ar=3a; —2a0+1=3-2—-2-14+1=05,
a3 =3as —2a1+1=3-5—-2-24+1=12.

BASFALLEN n =0, 1:
n=0: 21— (0+1)=2-1=1=ay, ja.
=1: 2" —(1+1)=4-2=2=aqy, ja.

INDUKTIONSSTEGET: Antag, for ett visst n > 1, att formeln géller for bade n och
n — 1, dvs att bada foljande géller:

an =2 — (n+1), (3)
an—-1 = 2" —n. (4)

Vi vill harleda att
an4+1 = 2n+2 - (n + 2)

Enligt rekursionsformeln har vi

1 = 3 — 2an_1 +1 2V 327+ (4 1)) — 212" — n] 1 1

=2"(3.-2-2)+ (-3n—3+2n+1)=2"-4+(—n—2)=2""2 - (n+2), vs.v.

Det finns 6 méjliga blodgrupper per person och 5 personer sa enligt MP finns det 6°
mojliga sekvenser.

Kalla blodgrupperna for 1, 2, ..., 6 i valfri ordning och lat x; vara antalet personer
bland de 5 forsta donatorerna som har blodgrupp i. FEtt facit dr en losning till
ekvationen Ziﬁ:l x; = 5, ; € N. Enligt formel ar antalet 16sningar (6+§71) = (150).



()

Forst skiljer vi mellan tva fall:

Fall 1: En av personerna hade blodgrupp O. Det finns (Z) = 5 val av de Ovriga
representerade blodgrupperna, sedan 5! sétt att ordna de 5 representerade blodgrupperna.
Givet detta finns det 50 val for personen med blodgrupp O och 10 val fér var och en

av de 6vriga personerna. Enligt MP finns det diirmed 5-5!-50-10% val av identiteterna

i ordning i Fall 1.

Fall 2: Ingen bland de fem forsta hade blodgrupp O. I sa fall finns det bara ett
sitt att vilja blodgrupperna, 5! sétt att ordna dem och 10 val fér varje person. Sa
enligt MP finns det 5! - 10° val for identiterna i ordning i Fall 2.

Slutligen, enligt AP &r det totala antalet mdjligheter

5-5!-50-10% + 5!+ 10° = 260 - 120 - 10000.

Enklaste sittet att 1osa denna uppgift &r att konstatera att, eftersom exakt hélften
av invanarna har blodgrupp O, sa maste det vara lika sannolikt att majoriteten bland
de fem forsta har blodgrupp O som att minoriteten har det. Dérfor dr sannolikheten
att minst 3 av de 5 forsta har blodgrupp O exakt 1/2.

Om man inte inser detta kan man i stéllet resonera “enligt mall”: Sannolikheten ifraga
ar X/Y, dar

X = antalet sitt att vélja 5 invanare sa att minst 3 har blodgrupp O,
Y = det totala antalet sétt att vélja 5 invanare.

Notera att det spelar ingen roll for kvotet X /Y huruvida vi tar hiinsyn till ordning i
valet av de 5 personerna sa ldnge vi dr konsekventa for bade X och Y. Sa vi antar
att ordning ej spelar roll.

DaaryY = (1g0) helt enkelt och for X finns det tre fall:

Fall 1: 3 st O och 2 andra. Vi viljer 3 av de 50 O:n och 2 av de 50 ¢vriga = (530) . (520)
mojligheter.

Fall 2: 4 st O och 1 andra. Vi véljer 4 av de 50 O:n och 1 av de 50 6vriga = (540) . (510)
mojligheter.

Fall 3: 5 st O och inga andra. Vi véljer 5 av de 50 O:n sa (550) mojligheter.

Slutligen far vi da enligt AP att sannolikheten ifraga blir
(530) : (520) + (540) ) (510) + (550)
(100) :
5

Det blir en (frivillig) rikneupgift att kontrollera att detta &r lika med 1/2.

Nej de éar inte isomorfa. T.ex. den forsta grafen har exakt en K3, som utgors av de tre
inre noderna. Den andra grafen har dock tva st Ks:or, som utgors av den 6vre vénstra
och nedre hogre ytternoderna tillsammans med en av de andra tva ytternoderna.



(b) i. Ett exempel pa en Hamiltoncykel ar
a—>b—>c—g—k—=>j—>f—oe—i—>h—d—a.

Det finns tva noder av udda grad, e och h. Ett exempel pa en Eulervig dem
emellan &r

e—sd—a—->b—>d—>h—e—b—>c—>g—b
> f2e—=i>f2>i—>9—>k—7—>i—h

ii. Om vi anvinder Prims algoritm med start i a, sig, sa kan det ga till sahér:

’ Steg ‘ Vald kant ‘ Vikt ‘
1 {a, d} 6
{d, b}
{b, c}
{b. f}
{f. e}
{f. i}
{i, h}
{fs 3}
{4, 9}
{J, k}
| | Total vikt | 35 |

O[O0 || Y = | W N

N| O | W N W N

—
o

Om man dédremot anvinder Kruskals algoritm sa skulle det kunna ga till sahér:

’ Steg ‘ Vald kant ‘ Vikt ‘
{b, ¢} 1
{o, d}
{e, f}
{f, i}
{o, f}
{h, i}
{f, 3}
{9, 4}
{a, d}
{4, k}
| | Total vikt | 35 |

O 0| || U = | W[N]+

N | U W W NN DN

—_
o

6. Argumentet dr giltigt. Vi for ett mosédgelsebevis. Antag att slutsatsen &r falsk men alla
hypoteserna sanna. Slutsats falsk medfor ¢ = 0. H2 sann medfor ¢ = 0. For att H1 ska
vara sann maste da p = 1. H4 sann medfor » = 0 och for att H3 ska vara sann maste da
s=1. Mennuharvip=s=1=pAs=1,ocht=0,sd H5 &r falsk, en motséigelse.



Nej, den &r inte injektiv. T.ex. f(1, 1) = f(3,4) = 1.

Ja, den &r surjektiv. Givet n € Z sa har vi t.ex. att f(n, n) = 3n — 2n = n.

e axb=a+b+Vab=b+a+Vba="b* a.
Nej. T.ex.
(1#1)*2=(1+1+V1-1) %2
—3+2=3+2+V3.2=5+ 6,
medan

I1x(1%2)=1%(1+2+V1-2)

=1 (3+V2)=1+3+V2+{/1-3+V2) =4+ V2+ 3+ V2.
Sedan kan man ldtt kontrollera att
54 V6#£4+ V24 1/3+ V2.
Ja, 0 dr en identitet ty for varje a € R géller
a*x0=0xa=a+0+Va-0=a+0+0=a.
Ja. En invers ¢ till 1 ska uppfylla

1x=0a14+E6+Ye=0¢c4 3c=—1.

Betrakta funktionen f : R — R givet av f(z) = x4 +/2z. Funktionen f dr uppenbarligen
kontinuerlig (dvs dess graf dr en kontinuerlig kurva) och f(0) = 0, f(—1) = —2.
Diarmed kommer det att finnas ett £ € (—1, 0) sadant att f(§) = —1.



