Tentamen
TMV211 Inledande Diskret Matematik, D1/DI2

2021-08-27 kl. 14.00-18.00 (14.00 - 20.00 for dem med forlingd tid) + 30
minuter for scanning

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Peter Hegarty, telefon: 070-5705475, 031-7725371

For godként pa tentan kravs 30 podng, inklusive eventuella bonuspoéng erhallna fran inlamningsuppgifterna under
HT-2020. Preliminért sa krivs 40 poing for betyget 4 och 50 poéng for betyget 5. Dessa grinser kan minskas
men inte hojas i efterhand.

Losningar 14ggs ut pa kursens Canvassida direkt efter tentan. Tentan rattas och bedéms i Canvas Speed Grader.

Resultatet meddelas i Ladok senast den 17 September. Online granskning ordnas direfter av kursansvrig (mig).

OBS! Externa hjidlpmedel ar tillatna men alla stegen i dina resonemang och berékningar maste
motiveras vil i skrift. Det &r i huvudsak tillvigagangssiatten och motiveringarna som ger poing,
inte svaren.

I de uppgifter som bestar av fler olika delar gar det alltid att 16sa de enskilda delarna oberoende
av varandra, &ven om man kan ibland spara riknetid genom att 16sa deluppgifterna sekventiellt.

Om du i en 16sning aberopar en sats fran kursboken sa behover du inte inkludera ett bevis av
satsen.

Uppgifterna

1. (a) For vilka b € Z har den Diofantiska ekvationen
47x + by = 600

minst en 16sning ?

(b) Sdtt b = 11 och ta fram ekvationens allménna 16sning, samt alla 16sningar dir bade
x> 0ochy>0.

2. (a) Bestam ¢(2520).
(b) Bestdm 115! (mod 2520).
Var god viand!

(1p)



3. Bevisa med hjilp av induktion att

<1l+Inn.

x| =

Vn>1: i
k=1

Trips: Du far anvinda, utan bevis, foljande egenskap hos den naturliga logaritmen:

2

VoreRy: ln(l—l—:):)Zx—%.

(OBs! Du far noll poidng om du bevisar olikheten pa nagot annat vis, &ven om ditt bevis
ar korrekt. Uppgiften ska testa om du kan matematisk induktion.)

(a) For grafen G i Figur 4,
i. Ange en Hamiltoncykel

ii. Lagg till en kant mellan tva hittills okopplade noder s& att den resulterande
grafen har en Eulervig. Ange sedan en sadan vig i din utokade graf.

(b) Ar Gy isomorf med grafen Gy ? Forklara !

. Pa ett fiktivt OS finns det bara tva grenar, sa att totalt 6 medaljer delas ut, och 6
deltagande léinder. Vi ar intresserade av medaljfordelningen, dér vi bryr oss endast om
vilka ldinder som vinner medaljer, inte de specifika utévarna i fall ett land har flera deltagare
i samma gren. Vi skiljer mellan tva nivaer av detalj:

Den grova fordelningen (GF): Vi presenterar bara antalet medaljer per land, inte deras
valorer eller i vilka grenar de bargades.

Den fina fordelningen (FF): Vi presenterar vilka ldnder som vann guld, silver och brons i
varje gren.
(a) Hur manga mojligheter finns det for FF om

i. varje land har tre deltagare i varje gren sa att ett land kan vinna flera medaljer
i samma gren ?
ii. varje land har bara en deltagare per gren ?
iii. vi vet att varje land vann (exakt) en medalj ?
(b) Hur manga mojligheter finns det for GF

i. under samma villkor som i. ovan ?

ii. under samma villkor som ii. ovan, vilket innebér att ett land kan vinna hogst 2
medaljer totalt ?

Var god vind!

(6p)

(4p)



6. Lat universumet U besta av alla delméngderna till Z som &r dndliga och innehaller ett
jamnt antal element, dvs

U={ACZ:|A| <oooch|A|&r jimnt}.
Betrakta relationen R pa U som definieras enligt
AR B & |A\B]| ar jamnt.
(a) Ar R reflexiv ? Forklara.
(

b) Ar R symmetrisk ? Forklara.

)
)
(¢) Ar R anti-symmetrisk ? Forklara.
(d) Ar R transitiv ? Forklara.

7. Betrakta foljande bindr operation pa R:
rxy=1+z+y—zy.

(a) i Ar * kommutativ ? Forklara.
ii. Ar % associativ ? Forklara.
ili. Finns det en identitet for * ? Forklara.

(b) Bestédm alla x € R som uppfyller

((=2) * z) * z =0.

Go n’eiri an bothar libh!



Lésningar Diskret Matematik D1/DI2, 210827

1. (a) SGD(47, b) maste dela 600. Eftersom 47 &r ett primtal och 600 inte &r en multipel av
47, medfor det att ekvationen &r l6sbar om och endast om b inte heller &r en multipel
av 47.

(b) Euklides framat:

AT =411+ 3,
11=3-3+2,
3=1-2+1.

Sedan bakat:

1=3-2=3-(11-3-3)
=4-3-11=4(47—-4-11) — 11 =47(4) + 11(—17).
Multiplicera igenom med 600 sa far vi att

600 = 47(2400) + 11(—10200),

dvs xg = 2400, yo = —10200 &r en 16sning. Den allménna 16sningen lyder

T =x0— (Z>n22400—11n,

y=1yo+ (g)n: 10200 + 47n, n e Z.

For positiva losningar krivs bade
r>0&52400-11n>0 --- & ...n <218

och
y>0< —102004+4Tn >0 --- < ...n > 218.

Sa endast n = 218 ger en l16sning dar bade x > 0 och y > 0, ndmligen x = 2, y = 46.

2. (a) Forst maste vi primtalsfaktorisera:

2520
1260
630
315
105
35

| O W W NN DN

Alltsa:

2520 = 23 .32 .57 = $(2520) = $(23) - ¢(3%) - #(5) - ¢(7)
=(22-2%)-(32-3Y.-(5-1)-(7T—1)=4-6-4-6 = 576.



(b) Vi ser fran primtalsfaktoriseringen att SGD(11, 2520) = 1, sa Eulers sats giller och
medfor att
11576 = 1 (mod 2520).

Saledes har vi att
11151 = (11576)2. 1171 = 1171 (mod 2520).
Vi hittar inversen via Euklides algoritm. Redan efter forsta divisionen far vi att
2520 =229 - 11+ 1,
vilket medfor att 229 - 11 = —1 = 1171 = —229 = 2291 (mod 2520).
3. BasratLn=1: VL=1/1=1och HL=14+In0=1+0=1, sa VL < HL, v.s.v.

INDUKTIONSSTEGET: Antag att det for ett visst n > 1 géller

Z% <1+Inn (1)
k=1
Vi vill hérleda att
n+1 1
%§1+ln(n+l) (2)
k=1

Sa for att hirleda (2) racker det att visa att

1
l+Inn+ ——<1+In(n+1)
n+1

1
& 1§1n(n+1)—lnn

n

1 1
<In|{l4+-—-]).
<:>n+1_n<+n> (3)

Fran tipset, med z = 1/n, vet vi att

| 1+1 >1 1
n = S
n) "~ n 2n?

For att bevisa (3) rédcker det dérfor att bevisa att

1 1 1
< -
n+1 " n 2n?
oLt
2n2 ~n n+1
1 1
®7

& n > 1, vilket dr ju sant.



4.

5.

6.

(a)

(b)

(a)

i. Till exempel:
a—vc—we—=>b—>h—>f—>d—g—a.

ii. Det finns i G fyra noder av udda grad (= 3), ndmligen a, d, e, h. Inga av dessa
noder &r hittills kopplade till varandra sa det réacker att tilligga en kant mellan
ett valfritt par av dem. Da kommer de resterande tva noderna att ha udda grad
och det kommer att finnas en Eulervdg dem emellan.

T.ex. om vi tilldgger kanten {a, d} sa har vi f6ljande Eulervig mellan e och h:

e>f—>d—>g—-a—-d—>c—a—-b—sc—we—b—>h—f—9g—h

Precis som for G; sd har Gy atta noder, varav 4 st har grad 4 och 4 st har grad 3.
Men till skillnad fran G sa finns det kopplingar mellan vissa noder av grad 3 i Ga,
t.ex. kanten {s, y}. Didrmed &r G; och G9 inte isomorfa.

i. Vi har 6 mgjliga vinnare for var och en av de 6 medaljerna sa enligt MP finns
det totalt 6% majligheter for fordelningen.

ii. I varje gren har vi
- forst 6 mojligheter for guld
- sedan 5 mojligheter for silver
- sedan 4 mojligheter for brons.
Sa enligt MP finns det 6 - 5 - 4 = 120 mojligheter per gren. MP igen medfor att
det finns da 120 - 120 = 14400 mdojligheter totalt.

iii. Det finns en 1-1 korrespondens mellan alla méjliga FFs och alla méjliga permutationer

av de 6 landerna, alltsa 6! = 720 mojliga fordelningar.

i. Dopa ldnderna till 1, 2, ..., 6 och lat z; vara antalet medaljer som vanns av land
i. Da soker vi helt enkelt antalet 16sningar till

6
=1

Enligt formel ar antalet 16sningar (GQE?) = (151) = % = ... =462.
ii. Vi soker antalet losningar till (4) dér dessutom alla z; < 2. M.a.o. varje x; maste
vara 0, 1 eller 2. Forst har vi foljande fyra alternativ:
Fall 1: Tre 2:or och tre nollor.
Fall 2: Tva 2:or, tva l:or och tva nollor.
Fall 2: En 2:a, fyra 1:or och en nolla.

Fall 4: Sex l:or.

Fall 1: (g) = 20 val av de tre tvaorna.

Fall 2: (g) = 15 val av tvaorna, sedan (;‘) = 6 val av ettorna. Sa 15 -6 = 90 val
totalt.

Fall 3: ((15) = 6 val av tvaan, sedan (i) = 5 val av ettorna. Sa 6-5 = 30 val totalt.
Fall 4: Bara 1 val.

Sa enligt AP finns det totalt 20 4+ 90 + 30 + 1 = 141 mdgjligheter.

(a) Ja. A\A = ¢ alltid och |¢| = 0, vilket &r jamnt.



(b) Ja. Antag att AR B, dvs att |A\B| &r jamnt. Vi har

[Al = [A\B| + AN B (5)
|Bl = |B\A| + [AN BJ. (6)
Bade |A| och |B| antas fran borjan vara jaimna. Da |A\B| dr jamnt, medfor (5) att
|A N B| ocksa ér det. Men da medfor (6) att dven |B\A| &r jimnt, v.s.v.
(c) Nej. T.ex. tag A = {1,2} och B = {3, 4}. Da éar |A\B| = |A|] = 2, jamnt och
|B\A| = |B| = 2, ocksa jaimnt. Sa bade AR B och BR A géller, men A # B.
(d) Nej. T.ex. tag
A=1{1,2,3,4), B={23), C=1{4,5)
Da har vi att

A\B ={1, 4} = |A\B| = 2, jamnt = AR B,
och B\C = {2, 3} = |B\C| =2, jimnt = BRC,
men A\C = {1, 2, 3} = |A\C| =3, udda = =(ARC).

(a) i Ja.
yxrz=1+y+rx—yr=1+zc+y—osy=uo*y.

ii. Nej. A ena sidan:

(xxy)xz=14+z+y—2ay) * z
=l+(1+zx+y—ay)+z—z2z1+x+y—xy)
= =2+ (x+vy) — (vy + 2z + yz) + xy=z.

A andra sidan:

zx (yx2)=zx (1+y+2z—y2)
=l4+z+(14+y+z—yz)—z(l+y+2z—yz)
= =2+ (y+2) — (2y + xz + y2) + ay=.
Sa (z x y) * z £ x * (y x 2), forutom niir x = 2.
iii. Nej. Antag att ett element e uppfyller x * e = x. Detta medfor att

1
x—1

l4+zt+te—ze=ax=ec=

M.a.o. e beror pa z, sa det finns ingen identitet, dvs inget e som skulle funka for
alla x.

(2xx)xoc=1-24+z+22)*xx=CBr—1) xz
=14+@Bz—1)+z—2(Bx—1)=--- =5z — 32°.

S& vi maste 16sa 5z — 322 =0 < 2(5 —3x) =0 < x =0 eller x = 5/3.



