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Losningar
1. Ar foljande logiska formel en tautologi, en kontradiktion eller ingetdera? (4p)

(> (aVD) A((g—p) A (=p))

Losning: Eftersom det endast ingar tva variabler ar det enklast att avgora detta med hjalp
av en sanningstabell.
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Eftersom kolumnen under A i mitten innehaller bade S och F' &r formeln varken en tautologi
eller en kontradiktion.

Svar: varken en tautologi eller en kontradiktion.

2. Visa med induktion att 3 |n3 4 2n for varje positivt heltal n. (6p)

Lésning: Vi kollar forst basfallet n = 1, som ger 13+2-1 = 3, som &r delbart med 3. Alltsa
har vi 3| n®+2n da n = 1. Nu antar vi att 3 | k* + 2k (induktionsantagandet) och utvecklar
n3 4+ 2n for n =k + 1. Vi far

(k+1)3+2(k+1) =k>+3k* + 3k + 1 + 2k + 2 = k* + 2k + (3k* + 3k + 3).

Vi antog att k3 + 2k #r delbart med 3, och 3k% + 3k +3 = 3(k% + k+ 1) &r sjilvklart delbart
med 3, s& da maste dven summan av dessa tal vara delbar med 3. Enligt induktionprincipen
har vi nu visat att n3 + 2n #r delbart med 3, det vill siiga att 3 |n3 + 2n, for varje positivt
heltal n.

3. Ange alla heltal z som uppfyller 100 < x < 200 och féljande kongruenssystem:

= 5 mod 9
3z =21 mod 33
(6p)

Losning: Vi borjar med att 16sa den andra kongruensen, si att vi sedan har ett kongru-
enssystem dar x ar ensamt i bada vansterleden. Eftersom 3 inte &r relativt prima med 33
ar kongruensen 3x = 21 mod 33 inte ekvivalent med z = 7 mod 33, utan med x = 7
mod 11. Vi maste alltsa dven dividera modulus med 3. (For att se detta kan vi uttrycka
kongruensen 3z = 21 mod 33 som att ekvationen

3z + 33y =21
ar uppfylld for nagot heltal y. Men eftersom denna ekvation ar ekvivalent med

x4+ 1ly =7



5.

betyder det att x = 7 mod 11.) Det ursprungliga kongruenssystemet &r alltsa ekvivalent
med foljande:

=5 mod 9
=7 mod 11

Nu &r moduli 9 och 11 relativt prima, vilket gor att vi kan anvdnda kinesiska restsatsen:
det finns en unik 16sning modulo 9- 11 = 99. Fér att hitta 16sningen behover vi forst hitta
heltal u och v sadana att 9u + 11v = 1. Det kan vi géra med hjilp av Euklides algoritm,
eller ocksa kan vi prova oss fram till att 9-5 + 11 - (—=4) = 1. Genom att multiplicera
termerna korsvis med hogerleden i kongruenssystemet far vi 16sningen

2=7-9-54+5-11-(-4) =315-220 =95 mod 99

alltsd z = 95 + 99k for alla heltal k. For att uppfylla villkoret 100 < z < 200 sétter vi
k =1 och far x = 194.

Svar: x = 194.

Lat R vara en relation, definierad pa nagon icke-tom méngd A, som &r symmetrisk men
inte reflexiv. Antag ocksa att det for varje z € A finns ett a € A sadant att R a. Visa att
R inte kan vara transitiv. (Tips: motségelsebevis!)

Lésning: Vi gor ett motségelsebevis. Vi antar alltsa att det for alla z,y, 2 € A siddana att
xRy och yR z giller att xR z. For varje x € A finns det ett a € A sddant att z R a,
och eftersom R &ar symmetrisk innebér det att ocksad a R x. For varje x kan vi alltsa hitta
y = a och z = x sddana att Ry och y R z. Enligt antagandet géller da z R z, det vill séga
xR x. Men eftersom R inte dr reflexiv innebér detta en motsigelse. Antagandet att R ar
transitiv maste alltsa vara falskt, och vi har ddarmed visat att R inte kan vara transitiv.

(a) Hur manga heltal x finns det som uppfyller 1 < x < 2160 och &r relativt prima med
21607

Lésning: Detta antal ar lika med ¢(2160) enligt definitionen av Eulers ¢-funktion. Vi
faktoriserar 2160 och anvander rdknereglerna for ¢-funktionen. Genom att studera
siffersumman ser vi att 2160 dr delbart med 9, vilket underlattar faktoriseringen.
Eftersom talet slutar med en nolla &r det forstés dven delbart med 10. Vi far

$(2160) = H(2* - 3% - 5)

= ¢(2")p(3%)9(5)
= (2" —2)(3 - 35)(5-1)
—8-18-4=576.

Svar: 576.
(b) Ange ett heltal y som uppfyller 1 <y < 2160 och

. 1 1154
yT =" 7" mod 2160.
k=0

Losning: Enligt formeln for en geometrisk summa har vi

1— 71155 - 71155 -1

k _
27_ 1-7 6

(3p)



och vi far

—1 -1 7%
Loy e Lot 6 y=7,

Eftersom 7 &r relativt prima med 2160 kan vi anvéinda Eulers sats, som siger att
79(2160) = 1 mod 2160. Vi far

7HOS = 72OT0HS = g6 73 = (7576)2 . 73 = 12 7% = 343 mod 2160.

Svar: y = 343.
6. Det finns 24 Tintinalbum med olika farger pa ryggarna: 11 album har réd rygg, 6 orange,
3 bla, 3 gron och ett album har gul rygg.

(a) P& hur méanga sitt kan man stélla de nio albumen som har orange eller gron rygg efter
varandra i bokhyllan om man bara bryr sig om firgerna, inte titlarna? (Om man till
exempel byter plats pa tva album med gron rygg sa ar det inget nytt "sétt”.)

Losning: Bland de nio albumen kan de tre med gron rygg fordela sig pa

9 9-8-7
<3> 3-2-1 SdT=8

olika satt.
Svar: 84 olika satt.

(b) Nick ska resa till sin sommarstuga och vill ta med sig fem olika Tintinalbum med fem
olika farger pa ryggarna. P& hur méanga olika sétt kan han vélja ut de fem albumen?

Lésning: Albumet med rod rygg kan véljas pa 11 olika sétt, det med orange rygg pa
6 olika sétt, och sa vidare. Multiplikationsprincipen ger

11-6-3-3-1=59%4

olika sétt att véalja ut de fem albumen.
Svar: 594 olika satt.

(c) Val framme i sin sommarstuga packar Nick upp de fem albumen och stéller dem efter
varandra i bokhyllan som han har dar. Pa hur manga olika sétt kan han géra detta?

Lésning: Detta ar antalet permutationer av fem element, alltsa 5! = 120.
Svar: 120 olika sétt.

7. Lat G1, G2, G3 vara tre grafer som uppfyller vardera uppfyller motsvarande villkor angivet
nedan, diar V ar grafens nodméngd, E dr grafens kantméngd, och P(z,y) ar predikatet

{z,y} € E.

Gy : Ve e V:VyeV:Plxy)
Gy Jz eV :VyeV:P(z,y)
Gs: Jr eV :VyeV:=P(z,y)



(a)

Rita tre sidana grafer Gy, Go, Gs3.

Lésning: Grafen G har en kant mellan varje par av noder, G har en nod med kanter
till alla andra noder och i GG3 finns det en nod som inte har nagon kant till nagon
annan nod.

Svar: Till exempel:

Gy

=i "

Gs:

I

Vilken av graferna en fullsténdig graf? Vilken av dem kan inte vara en sammanhéng-
ande graf? Vilken av graferna kan vara ett trad?

Lésning: Grafen GGy ar en fullstdndig graf, per definition. Grafen G2 behéver ddremot
inte vara fullstdndig (men kan vara det), och G3 kan inte vara fullstandig. Grafen G3
kan inte vara sammanhéngande; det finns ingen vig mellan den isolerade noden och
nagon annan nod. De andra tva graferna maste ddremot vara sammanhéngande. Gra-
fen G4 ar den enda av de tre graferna som kan vara ett trad (till exempel om den viljs
som ovan). Grafen G5 kan inte vara ett trad eftersom den inte &r sammanhéngande,
och 1 har f6r manga kanter for att kunna vara et trad.

Svar: Grafen (G; ar fullstdndig, G3 &ar inte sammanhéngande och G5 kan vara ett trad.

8. Definiera en binédr operator * pa den kartesiska produkten R x R genom

(a)

(a,b) * (z,y) = (a+y,b+x).

Ar operatorn * kommutativ?
Lésning: Vi har till exempel

(1,0) % (0,1) = (2,0) # (0,2) = (0,1) % (1,0)
sa * dr inte kommutativ.
Svar: Nej.
Ar operatorn * associativ?
Lésning: Vi har till exempel

((0,0) * (0,0)) = (1,0) = (0,0) = (1,0) = (0,1)
medan

(0,0) * ((0,0) * (1,0)) = (0,0) * (0,1) = (1,0)
sa * dr inte associativ.
Svar: Nej.
Finns det nagon identitet?

Lésning: Antag att (c,d) ar en identitet. D& maste vi till exempel ha

(c;d) % (0,1) = (0,1) & (c+1,d+0) = (0,1)



vilket ger ¢ = —1 och d = 1. Men samtidigt maste vi till exempel ocksé ha
(¢,d)*(1,0) =(1,0) & (¢+0,d+ 1) = (1,0)
vilket ger ¢ = 1 och d = —1. Det finns alltsa inget element (¢, d) som uppfyller bada
villkoren samtidigt, och ddrmed finns det ingen identitet for denna binéra operator.
Svar: Nej.
9. Lat a1, a9,as, ... vara en talféljd rekursivt definierad for alla heltal n > 0 genom ag = 0
och a,, = ap—1 + 1 f6r n > 1. Berdkna summan

100

Z(2an +3).
n=0

Lésning: Vi har a, = n och far ddrmed en aritmetisk summa

100 100 100 100 - 101
> (20, +3)=> (2n+3)=2> n+3-101 =2 = +303 = 10100 + 303 = 10403.

n=0 n=0 n=0

Svar: 32 a, = 231.



