TMV210 Inledande diskret matematik — Tentamen 2020-01-08 — Losningar

1. Ar fsljande ekvivalens en tautologi, kontradiktion eller ingetdera? (4p)
(pA=t@vm) v @rn) < ((@Anve) A gen)

Lésning: Vi skriver om vénsterledet i ekvivalensen med hjélp av den associativa lagen och
de Morgans lag. Vi far

(pA=(gvr)) vV (gAr) & (pA wAw)) v (qAr)
(

dar vi anvént att (wg A —r) V (g A1) & ¢ < r (vilket inses ldtt eller visas med en
sanningstabell). Vinster- och hogerleden #r alltsa logiskt ekvivalenta, vilket dr detsamma
som att ekvivalensen #r en tautologi. (Man kan forstas ocksa visa detta pa en gang med
en sanningstabell som inkluderar dven p.)

Svar: Ekvivalensen &r en tautologi.

2. For varje par av reella tal x,y, lat P(x,y) vara predikatet P(z,y) : x + y = y. Avgdr om
var och en av foljande utsagor dr sann eller falsk. (Glom inte att motivera svaren!) (4p)

(a) IxeR:Vy e R: P(z,y)

Lésning: Om vi sitter x = 0 sa far vi x + y = y for alla y € R. Alltsa finns det ett
x € R som uppfyller utsagan Vy e R: z + y = y.

Svar: Sant.
(b) Ve e R:Jy e R: P(x,y)

Lésning: Eftersom x +y = y = x = 0 far vi en motségelse for  # 0. (Vi kan till
exempel ta x = 1. Da far vi utsagan 3y € R : 1 + y = y. Eftersom denna ekvation
saknar losningar ar utsagan falsk.)

Svar: Falskt.

3. Lat A vara méngden av alla heltal x som uppfyller 1 < x < 12 och som inte dr relativt
prima med 12.

(a) Ange alla element i A och rita Hassediagrammet for relationen | (“delar”) pa A.
Ange speciellt alla eventuella storsta, minsta, maximala eller minimala element i A,
betraktad som en partiellt ordnad méngd (A, |). (Detta betyder som vanligt att ett
element x ska betraktas som "mindre &n” ett element y om z |y). (6p)

Lésning/svar: A ={2,3,4,6,8,9,10,12}. Hassediagrammet ser ut sa hér:

| I \
\ \ / \ /
Fyra maximala element: 8,9, 10,12 (det gar inga streck uppat fran dessa). Tva mini-

mala element: 2 och 3 (det gar inga streck nedat fran dessa). Inga storsta eller minsta
element (det finns inget tal i A som delar eller &#r delbart med alla andra tal i A).



(b) Beriikna 1121091141 mod 12. (Ledtrad: 11 - 1091 = 12001.) (6p)
Lésning: Forst noterar vi att |A| = 12 — ®(12), enligt definitionen av Eulers ®-
funktion. Sedan har vi 1091 = 117! mod 12, eftersom

11-1091 = 12001 = 1000 - 12+ 1 =1 mod 12
och ddrmed

1091141 = 1091127202) = (1171)1272(12) = 11202)11712 = 1. 11712 mod 12,

dér den sista kongruensen foljer av Eulers sats eftersom 11 och 12 &r relativt prima.
Slutligen far vi

11121091141 = 111211712 = 1112712 = 119 = 1 mod 12.
Svar: 11121091141 = 1 mod 12.

4. Lat U vara méngden av alla icke-tomma delméngder till Z (méngden av alla heltal). Lat
R vara en relation pa U definierad genom

ARB & ANB+ 2.

Tva méngder A och B &r alltsa relaterade till varandra om och endast om de skér varandra.
Uppfyller R nagon eller nagra av egenskaperna reflexivitet, symmetri, antisymmetri och
transitivitet? I sa fall: vilken eller vilka? Om R saknar nagon eller nagra av egenskaperna,
visa detta genom motexempel. (4p)

Losning: For alla méngder A € U har vi AN A = A # @. Alltsa giiller AR A och ddrmed

ar relationen R reflexiv. Vidare dr den symmetrisk, eftersom AN B = BN A och ddrmed
ARB & ANB#@ < BNA#@ & BRA.

Déremot &r inte R antisymmetrisk, for om till exempel A = {1,2} och B = {2,3} sa har
vi bade AR B och BR A men A # B. Relationen R ér inte heller transitiv, for om till
exempel A = {1,2}, B ={2,3} och C = {3,4} sa har vi AR B och BRC men ARC.

Svar: Reflexiv och symmetrisk.

5. Lat x vara en associativ operator pa en méangd A. Anta att det finns en identitet i A och
att varje element a € A har en invers a~! € A med avseende pa *. Visa att funktionen
A— A, a~ a~ ! dr en involution. (6p)

Lisning: Lat e vara identiteten i A. Da har viase=exa=aochaxa ' =a txa=c¢

for alla a € A. Vi ska visa att (a=1)~! = a for alla a € A. Associativiteten ger
(@) =@ T ke=(a ) Tx(axa) = ((a—l)—l N a—l) G erd—a.

Man kan ocksa utnyttja satsen som séger att om ett element har en invers med avseende pa
en associativ operator sa dr den entydigt bestdmd (andra delen av Sats 3.30 i boken, med
liknande bevis). Eftersom bade (a=!)~! och a r inverser till a~! méaste da (a=1)~! = a.



6. Vid kast av en tédrning finns det sex mojliga utfall: ett for varje tal p som térningen kan
visa (p € {1,2,3,4,5,6}). Vid kast av fem likadana (men urskiljbara) térningar finns det
da enligt multiplikationsprincipen 6° majliga utfall. I hur manga av dessa 6° utfall -

(a) — visar alla fem térningarna samma tal?

Losning: Det finns sex olika utfall dir alla fem tédrningarna visar samma tal, eftersom
det finns sex olika tal som de kan visa.

Svar: 6 utfall.

(b) — visar de fem tdrningarna de fem olika talen 1,2,3,4,5 i nagon ordning (en av
térningarna visar 1, en annan visar 2, och sa vidare)?

Losning: Om vi ska vélja vilken tdrning som ska visa 1 sa kan detta ske pa 5 olika
sitt, darefter kan tédrningen som ska visa 2 viljas pa 4 olika séitt, och sa vidare. Vi
far antalet permutationer av fem element, som &r 5! = 120.

Svar: 120 utfall.

(c) — &r summan av talen som de fem térningarna visar lika med 77

Lésning: Detta kan ske antingen genom att tre av tdrningarna visar 1 och de Gvriga
tva visar 2 (sa att summan blir 1+141+42+2 = 7) eller genom att fyra av tdrningarna
visar 1 och den sista visar 3 (sa att summan blir 1 +1+ 141+ 3 =7). I det forsta
fallet far vi (g) = (g) = 10, i det andra fallet far vi (i) = (?) = 5. Additionsprincipen
ger totalt 10 4+ 5 = 15 olika utfall.

Svar: 15 utfall.

7. Visa att
n
6> k*=2n"+3n"+n
k=1
for alla heltal n > 1.

Losning: Vi visar detta med hjilp av induktion 6ver n. I basfallet, da n = 1, har vi
n
6) k*=6-1*=6, mP+3n2+n=2-1"4+3-12+1=6.
k=1

Alltsa stdimmer pastaendet da n = 1. Anta nu att det stimmer da n = p for nagot p > 1.
Vi ska visa att det i sa fall maste stdmma dven da n = p + 1. Vi har

p+1 I4
6> K*=6> K +6(p+1)°=2"+3p" +p+6(p> +2p+1) =2p>+9p> + 13p+ 6
k=1 k=1

enligt induktionsantagandet i det andra steget, och
20+ 1 +3(p+1)2+(p+1) =2 +3p* +3p+ 1) +3(p* +2p+ 1) + (p+ 1)
=2p3 +9p*> + 13p+ 6.

Alltsa &r vanster- och hogerleden lika da n = p+1, och enligt induktionsprincipen stdimmer
pastaendet for alla heltal n > 1.

(6p)



8. Lat G = (V, E) vara grafen med nodméngd V = {a,b,¢,d, e, f} och kantméngd

E = {{a,b},{a,c}, {a, e}, {b,c}, {b,d}, {e,d}, {c,ef, {d, e}, {d, 1, {e, [1} -

(a) Rita upp grafen G.

Svar:

/

-~ —a

\

axi
|

(b) Har G nagon Eulercykel? Om ja, ge exempel.

Lésning: Eftersom G dr sammanhéngande och inte alla noder har jimnt gradtal finns
det ingen Eulercykel.

Svar: Nej.
(c) Har G nagon Eulervig? Om ja, ge exempel.

Losning: Eftersom G dr sammanhéngande och det finns tva noder med udda gradtal,
a och b, finns det en Eulervig som gar fran en av dem till den andra, till exempel
a,e, f,d,b,c,d, e, c,a,b.

Svar: Ja, till exempel a,e, f,d,b,c,d, e, c,a,b.

9. Emil ska ut och resa och ber sin granne Emilia vattna hans krukvixter (en orkidé och
en kaktus) medan han &r borta. Emil vattnar sjdlv bada krukvéxterna samma dag som
han aker ivdg. Darefter ska orkidén vattnas var elfte dag och kaktusen var nittonde dag.
Emilia foljer dessa instruktioner. Niar Emil senare samma ar (alltsa hogst 365 dagar senare)
kommer tillbaka har det gatt 7 dagar sedan Emilia senast vattnade orkidén och 9 dagar
sedan hon senast vattnade kaktusen. Hur manga dagar har Emil varit borta?

Losning: Lat x vara antalet dagar som Emil varit borta. Vi far kongruenssystemet

=7 mod 11
=9 mod 19

som vi kan 16sa med hjilp av kinesiska restsatsen eftersom sgd(11,19) = 1. Vi kér Euklides
algoritm:

19=1-11+8,
11=1-8+3,
8=2-3+2,

3=1-241.

(6p)

(4p)



Och sa baklénges:

1=3-1-2
=(11-1-8)—1-(8—2-3)
=11-2-8+2-3

—11-2-(19—-1-11)+2- (11 —1-8)
=-2.1945-11—-2-(19 —1-11)
= —4.1947-11.

Losningen till kongruenssystemet blir
r=7-(-4)-1949-7-11=7(-76+99) =7-23 =161 mod 11-19.

Eftersom 161 4+ 11 - 19 = 370 > 365 a4r x = 161 den enda l6sningen som svarar mot att
Emil har varit borta kortare tid &n ett ar.

Svar: 161 dagar.



