Tentamen
TMV210 Inledande diskret matematik
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Examinator: Jakob Palmkvist, Matematiska vetenskaper, Chalmers.
Telefonvakt: Anton Johansson (ordinarie), telefon: x5325. Jakob Palmkvist: 0707-16 18 92.

Hjialpmedel: Inga hjialpmedel ar tillatna, speciellt inte minirdknare.

For godkéant pa tentan kravs 20 podng. For betyget 4 krdvs 30 poéang och for betyget 5 kravs 40 poéng.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida senast forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan riattas och bedéms
anonymt. Resultatet meddelas senast den 15 november 2019. Forsta granskningstillfélle meddelas pa kurshemsi-
dan, efter detta sker granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

OBS!

Anvind inte samma sida till flera uppgifter. Ange svar tydligt, och motivera dina svar vél.
Forklara vad du gor, hur och varfér. Det &r i hog grad berdkningarna och motiveringarna som
ger podng, inte bara svaret. Ténk ocksa pa att inte fastna for lange i nagon uppgift!

Uppgifter

1. (a) Avgor om foljande logiska formel dr en tautologi, kontradiktion eller ingetdera.
OPVq)A&rﬁ(qATDA(ﬁT—>ﬂ®)4+r

(b) Betrakta predikatet
P(X,Y,Z) : XCYUuZ

dir X,Y och Z dr delméngder av nagot universum U. For var och en av foljande
utsagor, avgér om den dr sann eller falsk.

VX :3Y:3Z: P(X,Z,Y), VX :3Y :VZ: P(X,Y,Z),
Y :VX :37Z: P(X,Y, Z), IX VY :VZ: P(X,Y, Z).

2. Vi definierar den binéira operatorn * pa R sa att

r+y
2

THY =
for alla z, y € R. Givet tva tal far vi alltsa ut deras medelvirde.

(a) Ar operatorn * kommutativ?
(b) Ar operatorn * associativ?

(c) Existerar det nagon identitet?

Var god vand!

(4p)

(4p)



. Visa att den enda relationen R pa en mingd A som uppfyller alla de fyra egenskaperna
reflexivitet, symmetri, antisymmetri och transitivitet &r likhetsrelationen (=) pa A. Med
andra ord, visa att ekvivalensen

TRy & xz=y

géller da x,y € A och R &r en relation pa A som uppfyller dessa fyra egenskaper.

(-2 00"

géller for alla heltal m, n,r sadana att 0 < r < m och r < n.

. Visa att likheten

(a) Hur manga heltal = finns det som uppfyller 1 < 2 < 1960 och sgd(x,1960) = 1?7
(b) Ange ett heltal y sddant att y = 9201 mod 1960 och 0 < y < 1959.
(c) Ange ett heltal z sadant att z = 39212019 mod 1960 och 0 < z < 1959.

(a) Hur manga "ord” (med eller utan betydelse) pa fyra bokstiver kan man bilda av
bokstéverna i ordet POTRZEBIE? (Till exempel d&r BEER ett sadant ord. Varje
bokstav i alfabetet far alltsa forekomma hogst s manga ganger som den férekommer
i ordet POTRZEBIE.)

(b) Hur manga av orden i (a) innehaller precis ett E?

(¢c) Hur manga av orden i (a) innehaller tva E?

. Lat G vara grafen med nodméngd V = {1,2,3,4,5,6} och féljande grannmatris:

010000
101000
010101
001010
0 001O00O0
001000

Raderna och kolumnerna &r alltsa numrerade 1,2, 3,4, 5, 6 uppifran och ner respektive fran
vénster till hoger.

(a) Rita grafen G.
(b) Ar G bipartit? Motivera!

(c) Bestdm en funktion f : V — V sadan att f # idy och sadan att G &r isomorf med
sig sjilv under f.

. Paen kurs i diskret matematik (som inte pagar ldngre &n en termin) kan man fa godként pa
maximalt 23 uppgifter varje vecka. For att fa 1 bonuspoéng till tentan kréavs 13 godkénda
uppgifter, for att fa 2 bonuspodng kriavs 26 godkinda uppgifter, och sa vidare. Annika
har fatt godkédnt pa alla uppgifter varje vecka, forutom en vecka da hon var sjuk och bara
lyckades fa godként pa 20 av de 23 uppgifterna. Detta gor att hon vid kursens slut missar
den sista bonuspoéngen: for att f& maximalt antal bonuspoédng hade hon behovt fa godként
pa ytterligare 2 uppgifter. Vad blev Annikas totala antal godkénda uppgifter?

Lycka till!

(6p)

(6p)



1.

Losningar
(a) Vi studerar negationen till formeln:
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Negationen till formeln &dr alltsa en kontradiktion, vilket innebér att den ursprungliga
formeln &r en tautologi. Med andra ord dr argumentet

pVgq
p—(gAr)
—|T‘—)—|q

r

giltigt. I hérledningen ovan har vi anvént de kénda logiska ekvivalenserna
(p—a) & pA-q, pVae og—p, pAP—G S PAG.

(b) VX :3Y:3Z:P(X,Y,Z) och VX:3Y:VZ:P(X,ZY)

Bada ar sanna, eftersom vi for varje X kan vélja Y = X och Z godtyckligt. Da
far vi X C XUZ = Y UZ. Den andra av dessa tva utsagor implicerar den forsta.

e Y :VX:3Z: P(X,Y,2)

Sant, om vi véljer y = @ sa giller det for alla X att det finns ett Z sddant att
X CYULZ, eftersom vi kan vilja Z=X. Dafarvi X C X =gUX =Y UZ.

e X VY :VZ:P(X,Y,Z)

Sant, om vi villjer Y = @ sa far vi X C Y U Z for alla Y och Z eftersom tomma
méngden dr en delméngd till alla méngder.

(a) Ja, eftersom

(b) Nej, eftersom

(25y)rz—ax(ysz) = (9«’-2w+z> _;<x+y—;—z>
(e 0429 a2
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(c¢) Fragan &r om det finns ett reellt tal e sadant att e x x = x for alla reella tal x. Vi har

e+x

exr =1 & =1 & et+rx=2r & e=u1x.

Talet e maste alltsa vara lika med alla reella tal 2 samtidigt. Nagot sadant reellt tal
finns forstas inte, och dérfor saknas identitet for *.

3. Vi ska visa de tva implikationerna *+ Ry = = = y och x = y = xRy. Den andra
implikation foljer av att R &r reflexiv. Eftersom R &r symmetrisk har vi

TRy & yRx & 2Ry ANyRzx (1)
och eftersom R &r antisymmetrisk har vi
TRy ANyRx = x=y (2)
Tillsammans ger (1) och (2) att
TRy = xz=y.
Darmed har vi d&ven visat den forsta av de tva implikationerna ovan.

4. Forst ett kombinatoriskt bevis. Anta att vi ska vilja ut r element ur en méngd A med
m + n element. Anta ocksa att A = M U N déar |[M| = m och |[N| = n. Da kan vi gora
en uppdelning i olika fall: fér varje £k = 0,1,...,r kan vi vélja k element ur M och r — k
element ur N. For varje k har vi da enligt multiplikationsprincipen

(")

mojligheter. Enligt additionsprincipen far vi sedan att det totala antalet mdojligheter &r

> ()7
3"

siatt att valja ut r element ur en mingd A med m + n element. Darmed foljer likheten. Vi
kan ocksa visa den med induktion éver m + n. Da r = 0 ar likheten uppfylld for alla m,n
(eftersom vénsterledet da #r lika med 1 och summan i hégerledet bara innehaller en enda
term, som &r lika med 1-1). Speciellt ar likheten uppfylld i basfallet m +n = r = 0 for da
maste vi ha m = n = 0. Anta nu att likheten ar uppfylld da m + n = p fér nagot p > 0
och lat m/,n’ vara heltal sadana att m’ +n’ = p + 1. Minst ett av talen m’ och n’ maste

vara positivt, sig m’ > 1. Vi antar d&ven r > 1 eftersom vi vet att likheten uppfylld for alla
m,n da r = 0. Vi far

Samtidigt vet vi ju att det finns
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dar vi anvant sambandet fran Pascals triangel i det forsta steget och induktionsantagandet
i det andra.

5. (a) Primtalsfaktoriseringen 1960 = 23 -5 - 72 ger

®(1960) = (2 — 1)237 (5 —1)(7 — 1)7*71 = 672. (3)

(b) Vi har 2019 = 3 - 372 + 3 och eftersom sgd(9,1960) = 1 kan vi anviinda Eulers sats:

92019 — 9372-3+3 — 9372393 — (9372)393 — (9@(1960))393 = 13 . 93 =729 (mod 1960)

39212919 = (2. 1960 + 1)2°1 = 12°Y = 1 (mod 1960)
6. (a) Antalet ord utan nagot E &r 7-6 -5 -4 = 840. Tillsammans med svaren i (b) och (c)
far vi, enligt additionsprincipen, 840 4+ 840 + 252 = 1932 mdjliga ord.

(b) E:et kan finnas pa fyra stéllen i ordet. Pa de 6vriga tre platserna kan bokstidverna
véljas pa 7 - 6 - 5 olika sétt. Enligt multiplikationsprincipen &r antalet méjliga ord

4-7-6-5=840
(¢) De tva E:na kan finnas pa (%) = 6 olika stéllen i ordet. Pa de 6vriga tva platserna

kan bokstédverna viljas pa 7 - 6 olika sdtt. Enligt multiplikationsprincipen &r antalet
mojliga ord

6-7-6=252



7. (a) Grafen har foljande utseende:

T 6
Oo——0O——C0O——0O——=0
1 2 3 4 5

(b) Ja, om vi delar upp nodméngden V' i den disjunkta unionen V; UV, dér Vi = {1, 3,5}
och Vo = {2,4,6} sa gar varje kant mellan en nod i V; och en nod i V5.

(c) Vikan lata f: V — V ges av

8. Vi far kongruenssystemet

= -2 mod 13
z = —3 mod 23

som vi kan 16sa med hjilp av kinesiska restsatsen eftersom sgd(13,23) = 1. Vi koér Euklides
algoritm:

23=1-13+10,
13=1-10+4+ 3,
10=3-3+1.
Och sa baklénges:
1=10-3-3

= (23 — 13) — 3(13 — 10)
=23-4-1343-10
—23—4-13+3-(23—13)
=4.23-7-13

Losningen till kongruenssystemet blir
x=(-2)-4-23—-(-3)-7-13=273—-184 =89 mod 13-23

Eftersom 13 - 23 = 299 > 89 dr z = 89 den minsta positiva 16sningen. Den svarar mot
att kursen har pagatt i fyra veckor, eftersom 92 = 23 - 4. Den nést minsta 16sningen ar
x =89+ 13-23 = 388, som svarar mot att kursen har pagatt i ytterligare 13 veckor, alltsa
totalt 17 veckor. Om vi utgar fran att en termin omfattar tjugo veckor sa &r alltsa dven
detta en mojlig 16sning.



