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For godkint pa tentan kridvs 21 poing, inklusive bonus fran kryssuppgifterna under HT-2018. Preliminért sa
kravs 31 podng for betyget 4 och 41 poéng for betyget 5. Dessa granser kan minskas men inte héjas i efterhand.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida direkt efter tentamen. Tentan riattas och bedéms anonymt. Resultatet
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Pong, efter detta sker granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

Dessutom granskning alla vardagar utom onsdagar 11-13, MV:s exp.

OBS!

Motivera dina svar vél. Det ar i huvudsak beridkningarna och motiveringarna som ger poéng,
inte svaret. I uppgifter 1, 7, 8 sa kan de olika deluppgifterna betraktas som helt oberoende av
varandra. I uppgift 6 behover man rikna ut svaret som ett explicit bas—10 tal endast i del (d).

Uppgifterna

1. (a) Avgor om foljande argument ar giltigt eller ej. Motivera vél !
(OBs! @ betecknar XOR).
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(b) Lat universumet U besta av alla mén och betrakta foljande argument:

Somliga IFK-Goteborg spelare kommer fran Géteborg
Somliga IFK-Go&teborg spelare heter Glenn

Alla heter Glenn i Géteborg

Skriv argumentet i symbolisk logisk form (definiera alla predikaten tydligt !). Argu-
mentet dr uppenbarligen ogiltigt - illustrera detta med ett Euler-Venn diagram.

2. Lat R = {(z, y) € R? : © > Oochy > 0}. Lat £ vara méingden av alla linjerna i R? och
definiera relationen R pa L enligt foljande:

R ={(L1, Ly) € £L?: L1 N Lo NR? # ¢}.
Vilken/vilka av de tre egenskaperna reflexivitet, symmetri och transitivitet har R ?
- I fall du hdvdar att en egenskap géller, motivera vl !

- Annars, ge ett specifikt motexempel.

Var god vind!
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3. Bevisa att for alla heltal n > 2 giller
=1

k3
k=1

<01
= 2n?’

| Ot

4. (a) Bestdm den allménna losningen till den Diofantiska ekvationen
1152 + 395y = 10000,

samt den 16sning som minimerar |x| + |y|.

(b) Bestédm den allménna lésningen samt den minsta positiva l6sningen till systemet

79z =4 (mod 23), =z =1 (mod 5).

5. (a) 1. Bestam ®(396).
ii. Rita Hassediagrammet for den partiella ordningen (Dsgg, |), ddr D,, betecknar
méngden av alla positiva heltal som delar n.

(b) Berikna 52'% (mod 396).

6. I Fagelriket finns det 10 politiska partier, bl.a. Hackfaglarnas Populdra Front (HPF) och
Demokratiska Fronten for Hackfaglar (DFH). Riksdagen bestar av 15 mandat som fordelas
geografiskt, ett till var och en av 15 regioner.

(a) Om mandaten skulle férdelas bland partierna slumpméssigt, pa hur manga sitt kan
detta ske om det spelar roll fran vilka regioner partierna far sina mandat ?

(b) Pa hur manga sitt kan mandaten fordelas om vi ddremot endast tar hinsyn till hur
manga mandat varje parti far 7

(¢) Under samma forutséttningar som i del (a), vad &r sannolikheten att bade HPF och
DFH far exakt 5 mandat var och inget annat parti far mer &n ett mandat ?

(d) I senaste riksdagsval fick HPF 4 mandat, DFH fick 3 mandat och alla 6vriga partier
fick ett mandat vart. Pa hur manga sitt kan man fa ihop en regeringskoalition som
tillsammans har 8 mandat, om HPF och DFH &r bittra fiender som aldrig kan tédnka
sig regera ihop ?

7. For grafen G i Figur 1,

(a) Har grafen en Eulervig och/eller en Eulercykel ? Ange en sadan om den finns.

(b) Ange och rita fyra olika grupper av 4 noder sa att kanterna mellan dessa bildar ett
trad.

(¢) Ange en isomorfi mellan G; och G9, dvs numrera noderna i Gy pa ett lampligt vis.
Hur manga olika isomorfier finns det mellan de tva graferna 7 Forklara vl !

8. (a) Forn >4, lat f(n) vara antalet permutationer av talen 1, 2, ..., n dir minst 4 olika
tal flyttas. Bestdm en formel for f(n).

(b) For positiva heltal n, k € Z4 lat S(n, k) vara antalet séitt att partitionera méangden
{1, 2, ..., n} ik st. icke-tomma delméngder. Bevisa att, for alla n > k > 2 giller

S(n,k)=Sn—1,k—1)4+k-S(n—1, k).

Lycka till!

(5p)
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(5p)

(3p)



Lésningar Inledande Diskret Matematik D1/DI2, 181027

1. (a) Argumentet ér ogiltigt. Om p = r = s =1, ¢ = 0 sa blir alla hypoteserna sanna men
slutsatsen falsk.

(b) Vi definierar tre predikat pa universumet U:

S(z): x &r en IFK-Goteborg spelare,
G(z) : x kommer fran Goéteborg,
I'(x) : x heter Glenn.

Argumentets ogiltighet illustreras i Figur L.1(b).

2. Reflexivitet: Nej. Det finns linjer som inte alls tréffar den forsta kvadranten R%-’ t.ex. linjen
L:y=—-x—1.Daar (L, L)¢R.
Symmetri: Ja, trivialt, ty Ly N Ly = Lo N Ly.
Transitivitet: Nej. T.ex. bektrakta
Li:y=z, Ly:y=-ao+2, L3:y=2z+1

Da galler att LiyNLa = {(1, 1)}, LanL3s = {(1/3, 5/3)} och LiNL3 = {(—1, —1)}. De tva
forsta punkterna ligger i R2 men inte den tredje. M.a.o. (L1, Ly) € R och (L2, L) € R
men (Ll, Lg) ¢ R.

3. Vi bevisar olikheten med induktion.

Steg 1: Basfallet n = 2 maste kontrolleras:

2
1 19 5 1 9
VL = —=14+-=—-, HL=-—--=-
; k3 + 8 & 4 8 8
Sa4 VL=HL, vilket ricker.
Steg 2: Induktionssteget. Antag att
n
1 5 1
<2 1
k3 — 4 2n2 (1)
k=1
Vi vill hirleda att .
n+
1 5 1
G- )
— kT4 2n+1)
Vi har
n+1 n
1 1 1 1
-y L4 Js_ bt .t
— k3 — B (n+1)2 — 4 2n2  (n+1)3
sa det racker att visa att
1 n 1 < 1
2n2  (n+1)3 = 2(n+1)2
- 1 < 1 1
(n+1)3 — 2n2 2(n+1)2
1 2n+1

< (n+1)3 = 2n%2(n+1)2
2n+1)(n+1)

e1< :
- 2n2

vilket uppenbarligen stammer for alla n > 1.



(a)

(a)

Vi kor Euklides pa paret (395, 115). Forst framat:

395 = 3 - 115 + 50,
115 = 2 - 50 + 15,
50 =3-15+5,
15=2-5+0.

Sa SGD(395, 115) = 5 och eftersom 510000 sa har ekvationen en l5sning. Vi kan
lika vil dela ut 5 fran hela ekvationen (for att fa mindre tal att arbeta med) och 16sa
den ekvivalenta ekvationen

232 + 79y = 2000. (3)

Skulle vi kéra Euklides framat pa paret (23, 79) sa skulle den fortlopa precis som
ovan fast med alla kvoten och resterna delade med 5, alltsa

79 =3-23+ 10,
23 =2-10 + 3,
10=3-3+1.
Nu fortsdtter vi bakat:
1=10-3-3
=10—-3(23 -2-10)
=7-10—-3-23
=7(79-3-23)—-3-23
=7-79—-24-23.
Alltsa,
23 (—=24)479-7=1. (4)

Multiplicera igenom med 2000 sa har vi var baslésning till (3)
xo = —48000, Yo = 14000.

Den allménna l6sningen lyder
b
T =x0+ p n = —48000 + 79n,
Y=y — (%)n:14000—23n, nez.

For n = 608 far vi den enda losningen med bade x och y positiva, ndmligen x = 32,
y = 16. Detta &r ocksa den 16sning som minimerar |z| + |y|.

Den forsta kongruensen kan skrivas om till 2 = (79)~!-4 (mod 23). Fran (4) ovan ser
vi att 7971 =7 (mod 23), s4 x =7-4 =28 =5 (mod 23).
Sa vart system forenklas till

x =5 (mod 23), x=1 (mod5).

Enligt Kinesiska restsatsen finns det en unik 16sning modulo 23 - 5 = 115. Lésningen
kan hittas med hjélp av den allménna formeln i KRS, men just hér dr det ganska latt
att se direkt att x = 51 &r en 16sning. Darfor dr detta den minsta positiva lésningen
och den allménna lésningen &r x = 51 (mod 115).

i. Primtalsfaktoriseringen lyder 396 = 22 .32 . 11 sa

®(396) = (22) - ®(3?) - (11) = (22 —2H(32 = 3H(11 - 1) =2-6 - 10 = 120.



(b)

ii. Se Figur L.5(a).

SGD(5, 396) = 1 s& vi kan anvinda Eulers sats, vilket innebér att 520 = 1 (mod 396).
Notera dessutom att 2160 = 120 x 18. Darfor har vi att, modulo 396,

52159 — 52160-1 _ (5120y18  5=1 — 118 5—1 _ 5-1
Men vi kan ocksa litt konstatera att 395 = 79 - 5, vilket medfér att 57! = —79 =
317 (mod 396).

10%°.
15 identiska bollar (mandaten) ska placeras i 10 olika lador (partierna). Antalet moj-

ligheter ar saledes (151J61Pf 1) = (294).

Sannolikheten ges av 10%, dér N &r antalet sétt att fordela mandaten sa att villkoren
uppfylls. Men
15 10
N = . - P(8, 5),

- forst viljer de 5 regionerna for HPF:s mandat,

ty vi kan tédnka oss att vi

- sedan viljer 5 av de aterstaende 10 regionerna for DFH:s mandat,

- slutligen véljer 5 av de dvriga 8 partierna som ska fa de resterande mandaten.
Ordningen spelar roll ty det spelar roll vilken region man far sitt mandat ifran.

15 10
Svar: (2)(5)PE:5) )'(fo)l'f(g’ 2

Eftersom HPF och DFH kan inte bada inga i regeringen sa finns det tre olika sorters
giltiga regeringar:

(a) varken HPF eller DFH ingar,

(b) HPF ingar men inte DFH,

(c) DFH ingar men inte HPF.

I fall (a) maste regeringen innehalla alla 8 dvriga partier, vilket ger 1 méjlighet. I fall
(b) maste regeringen innehalla 4 av de 8 6vriga partierna, vilket ger (i) mojligheter.
I fall (c¢) maste regeringen innehalla 5 av de 8 6vriga partierna, vilket ger (g) = (g)
mojligheter.

Sa antalet mojligheter for regeringsbildningen &r

g8\ /8 876 8-7-6-5
L*Q>+<Q‘J+d.23+12-&4_1+%+70_m7

Det finns exakt tva noder av udda gradtal, ndmligen C' och D, sa det finns Eulervigar
dem emellan, t.ex.

Cc--D—-GG—FEF—-A—-F—-F—C—-A—-B—-G—-C—B—D.

Déaremot finns det inga Eulercykler i grafen.

Se Figur L.7(b).

Se Figur L.7(c) for tva olika isomorfier. Dessa &r de enda isomorfierna ty, i Ga,
- den unika noden av gradtal 5 maste heta C,

- den unika noden av gradtal 2 maste heta F',

- den unika noden av gradtal 3 maste heta D,

- de tva noderna som kopplas till F' maste heta A och F,

- de tva noderna som kopplas till D, féorutom C, maste heta B och G.
I detta ldge har vi 2 - 2 = 4 mojligheter, men dessutom:

- A maste vara kopplad till B och F till G,

vilket ldimnar bara de tva mdjligheterna som &r angivna i Figur L.7(c).



8.

(a)

Vi har f(n) = n! — g(n), dér g(n) &r antalet permutationer som flyttar hogst tre tal.
En permutation kan inte flytta exakt ett tal, s& om hogst tre tal flyttas finns det tre
alternativ:

FALL 1: Inget tal flyttas. Da finns det 1 mdgjlig permutation, nimligen identitets-
funktionen.

FaLL 2: Tva tal kastas om. I sa fall finns det (Z) sitt att vilja dessa tva tal och
dérmed s& manga permutationer.

FALL 3: Tre tal flyttas runt i en cykel. I sa fall finns det (g) sitt att vélja de tre talen
och 2 sétt att vélja “cykelns riktning”, ddrmed 2 - (g) mojliga permutationer.

f(n)zn!—l—(Z)—Z(Z).

Da vi partitioner méngden {1, 2, ..., n} finns det foljande tva alternativ:

Thopléggning ger att

FALL 1: {n} utgor en egen delméngd. I sa fall aterstar att partitionera de resteran-
de n—1 talenik—1 st. icke-tomma delméngder, vilket kan goras pa S(n—1, k—1) sétt.

FALL 2: n blir inte ensam i en delméngd. I sa fall ska vi forst partitionera de atersta-
ende n — 1 talen i k st. icke-tomma delméngder och sedan vilja vilket av dessa ska fa
elementet n. Det finns S(n — 1, k) sétt att gora partitioneringen och sedan k val for
var talet n ska placeras, vilket innebér (enligt MP) att det finns totalt k- S(n—1, k)
mojliga partitioner i detta fall.

Léagger vi ihop de tva fallen (additionsprincipen) sa har vi bevisat att S(n, k) =
Smn—1,k—1)+k-S(n—1, k).
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