Tentamen
TMV210 Inledande Diskret Matematik, D1/DI2

2017-10-21 kl. 14.00-18.00

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Jonatan Kallus (alt. Peter Hegarty), telefon: 0317725325 (alt. 0705705475)
Hjilpmedel: Inga hjidlpmedel, ej heller rdknedosa

For godkint pa tentan kridvs 21 poidng, inklusive bonus fran kryssuppgifterna under HT-2017. Preliminért sa
kravs 31 poing for betyget 4 och 41 podng for betyget 5. Dessa grianser kan minskas men inte hdjas i efterhand.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida direkt efter tentamen. Tentan rattas och bedéms anonymt. Resultatet
meddelas senast den 13 november. Forsta granskningstillfalle meddelas pa kurswebbsidan och via Ping Pong, efter
detta sker granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

Dessutom granskning alla vardagar utom onsdagar 11-13, MV:s exp.

OBS!

Motivera dina svar vél. Det &dr i huvudsak berdkningarna och motiveringarna som ger poéng,
inte svaret.

Uppgifterna

1. Avgor om foljande argument &r giltigt eller ej. Motivera vél !

p—
SsSAt =T
rAt—s
—qV s

2. Lat R vara foljande relation pa Z:
R = {(a, b) € Z* : ab > 0}.
Vilken/vilka av de tre egenskaperna reflexivitet, symmetri och transitivitet har R ?

Motivera val !

3. (a) Lat (an)s2; vara talfoljden som definieras rekursivt enligt foljande regel:

ar=1, a2=2, a,= \/aifl—ka?hZVnZ?).

Beridkna asg och ag4.

(b) Lat (by)o2, vara talfoljden som definieras rekursivt enligt
bo = 1, b1 == 9, bn+2 = 6bn+1 — gbn Vn > 0.

Bevisa, via induktion eller pa nagot annat vis, att b, = (2n+ 1) - 3" for alla n > 0.

Var god vind!

(3p)

(3p)

(2p)

(5p)



4.

5.

7.

(a) Bestdm, fér den Diofantiska ekvationen
19z + 49y = 2000,

i. den allménna losningen.

ii. alla lésningarna dér bade x > 0 och y > 0.
(Trps: 49 x 735 = 36015).

(b) Bestdm den allménna losningen samt den minsta positiva 16sningen till kongruensen

38z = 14 (mod 98).

(a) Bestdm ©(936).
(b) Bestidm 18832883 (mod 936).
(c) Bestim 18852583 (mod 936).

OBs! For full podng ska svaren i (b) och (c) vara heltal i intervallet [0, 935].

. Hackesat TV har i sitt utbud 6 sportkanaler, 6 musikkanaler, 7 filmkanaler och 8 nyhetska-

naler. De erbjuder tva olika fastprispaket till sina kunder:
Paket A (enkel): 6 valfria kanaler.

Paket B (deluze): 8 valfria kanaler, av vilka tre designeras som ens 1:a, 2:a och 3:e favoriter
(dessa kommer med extra réttigheter som vi inte behover ga in pa ...).

(a) Hur manga olika paket av typ A kan en kund bestélla ?

(b) Hur manga mojligheter finns det for ett paket av typ A om vi bara tar hinsyn till
antalet kanaler av varje kategori, inte till de exakta kanalerna som véljs ?

(c) Hur manga olika paket av typ B finns det ?
(d) Hur manga paket av typ A finns det ddr minst 4 sportkanaler ingar ?

(e) Om sex olika kunder viljer varsitt paket, hur manga mdojligheter finns det f6r deras
sammanlagda val om vi vet att tre st har valt typ A och tre st har valt typ B 7 (OBs!
Kunderna &r atskiljbara).

OBs! For full poéng ska man ange svaret i (b) som ett explicit bas-10 tal. Detta behovs ej
i de 6vriga deluppgifterna.

OBs! I deluppgifter (c), (d) och (e) géller samma forutséttningar som i (a), dvs det spelar
roll exakt vilka kanaler som véljs.

(a) Skriv ner grannmatrisen fér den riktade grafen med o6glor i Figur 1.

(b) Lat G vara den oriktade grafen utan 6glor som man far da man tar bort églorna och
pilarna i Figur 1. Ange bade en Hamiltonvig och en Eulervig i G.

(¢) Ange en isomorfi mellan graferna i Figur 2, dvs numrera noderna 1—6 i bada graferna
pa ett lAmpligt vis.

(a) Beskriv, for varje n € Z,, ett exempel pa en enkel graf som har 2n noder, n? kanter
och inga trianglar.

(b) Bevisa att om G = (V, E) #r en enkel graf med 2n noder och fler in n? kanter, s
maste GG innehalla en triangel.

(Trps: Betrakta } ¢, ,yep(dv + dw). Du far anvéinda, utan motivering, den s.k.
Cauchy-Schwarz olikheten: For godtyckliga reella tal x4, ..., zy, sa galler att Zle a:f >

% (E?:l xz>2)

Lycka till!



Loésningar Inledande Diskret Matematik D1/DI2, 171021

1. Argumentet ar giltigt. Vi for ett motséigelsebevis.

Antag att slutsatsen &r falsk men alla hypoteserna sanna. S& s = 0. Da &r ¢ = 0 enligt
H5. H3 &r logiskt ekvivalent med p V ¢, sa vi hirleder att p = 1. Da ar r = 0 enligt H1.
Eftersom —s dr sann och r falsk, sa maste —t vara falsk om H2 ska stdmma. Alltsa t = 1.
Men nu har vi en motséigelse till H4, ty - =¢ =1 men s = 0.

2. Reflezivitet: aRa < a® > 0, vilket ju stammer for alla a € Z. S& R #r reflexiv.
Symmetri: aRb < ab > 0 < ba > 0 < bRa. S& R ar symmetrisk.
Transitivitet: R ar inte transitiv. Antag att a < 0, b = 0 och ¢ > 0. Da stimmer det att
(aRb) A (bRc), ty ab =bc = 0. Men (a, ¢) € R ty ac < 0.

3. (a)
n=3: a3:\/a5+a%:\/m:\/5,
n=4: ag= /a3 +a3=1/(V5)2+22=19=3.
(b) Steg 1: Basfallen n = 0, 1 maste kontrolleras:

n=0:(2-0+1)-3°=1-1=1= by, stémmer,
n=1:(2-14+1)-3'=3.3=9=0b, stimmer.

Steg 2: Induktionssteget. Lat P(n) vara pastaendet att b, = (2n+ 1) -3". Vi behover
visa att (P(n) A P(n+ 1)) = P(n + 2), for godtyckligt n > 0. Antag alltsa att

bp = (2n+1)-3", samt att b,y = (2(n+1)+1)-3"" = (2n +3) 3" (1)
Vi maste hirleda att
bnio = (2(n+2) +1) - 3" = (2n 4 5) - 372 (2)
Enligt rekursionen och (1) har vi
bpyo = 6byi1 —9b, =6(2n +3)-3"" —9(2n +1)-3"=3"[3-6(2n +3) —92n + 1)] =
= 3"[18n +45] = 3"-9(2n 4+ 5) = 3" - 32(2n 4+ 5) = 32 . (2n +5), v.s.v.

4. (a) 1. Vikor Euklides algoritm pa (49, 19). Forst framat:

49 =219 + 11,
19=1-11+8,
11=1-8+3,

8=2-3+2,
3=1-2+1.

I detta lige vet vi att SGD(49, 19) = 1 och eftersom 1 delar 2000, sa har den
Diofantiska ekvationen en l6sning. Euklides bakat ger

1=3-2
—=3-(8—2-3)
—3.3-38
=3(11—-8)—38
=3.11-4-8
=3-11—4(19 — 11)
=7-11-4-19

=7(49—-2.19)—4-19
= —18-1947-49.



(b)

Alltsa,
1=—18-19+7-49. (3)

Multiplicera igenom med 2000 sa har vi var baslésning

2000 = —36000 - 19 + 14000 - 49,

dvs xg = —36000, yo = 14000. Den allménna I6sningen lyder

b
T =z + (d) n = —36000 + 49n,

?J:yo—(g)n:14000—19n, ne .

ii. Fran tipset ser vi att det minsta virdet av n for vilket x blir positiv 4r n = 735,
som ger x = 15. Motsvarande virdet pa y ar kanske ldttast att berdkna genom
insédttning i ekvationen: y = %(2000 —19-15) = 35. Sa for n = 735 har vi den
positiva 16sningen x = 15, y = 35. Okar vi till n = 736 sa 6kas x med 49 medan
y minskas med 19. Sa vi far da en till positv 1sning: z = 64, y = 16. Okar vi n
ytterligare sa blir y negativ.

SLUTSATS: Det finns tva positiva losningar: (15, 35) och (64, 16).

Det ar nog enklast att primtalsfaktorisera allt i sikte:

38=2-19, 14=2-7, 98=2-T72

Sa SGD(38, 98) = 2 och eftersom 2 delar 14 sa &ar kongruensen losbar och ar ekvivalent
med kongruensen

192z = 7 (mod 49).

Losningen till detta dr x = 19717 (mod 49). Fran (3) ser vi att 197! = —18 (mod 49).
Saz=—18-7=—126= —28 = 21 (mod 49).

B(936) = d(2%-3%-13) = (22 —22)(32 - 3H)(13 - 1) = 4-6- 12 = 288.

Notera att 1883 = 2936 + 11 och 2883 = 10 - 288 + 3. Eftersom SGD(11, 936) = 1
sa medfor Eulers sats att

18832883 = 113 = 1331 = 395 (mod 936).

1885 = 13 (mod 936) och eftersom SGD(13, 936) = 13 > 1 sa kan vi inte anvénda
Eulers sats direkt. I stillet sitt o := 1328%3 (mod 936) och betrakta forst o separat
modulo 23, 3% och 13.

Mod 8 132883 = 52883 = (52)1441 . 51 = 11441 .5 =5,

Mod 9: 137883 = 42883 = (43)961 = 1961 = 1,

Mod 13: 137883 = (2883 = 0

Sa vi soker 16sningen till systemet av kongruenser:
z=5(mod 8), z=1(mod9), x=0 (mod 13).
Losningen &r
x=5-(9-13-by)+1-(8-13-b2) (mod 936), (4)
dér
9-13-b; =1 (mod 8) = 5b; =1 (mod 8) = tag by =5,

8-13-be =1 (mod 9) = —4bs = 1 (mod 9) = tag by = 2.

Inséttning in i (4) ger

r=5-9-13-5+8-13-2 (mod 936) =
= 13(225 + 16) = 13- 241 = 13(3 - 72+ 25) = 13 - 25 = 325 (mod 936).



6.

(a)
(b)

Det finns totalt 6 + 6 + 7 + 8 = 27 kanaler att vélja pa och man ska vélja 6 av dem.
Antalet mojligheter ar saledes (267)‘

Lat x1, x9, x3 resp. x4 vara antalet sportkanaler, musikkanaler, filmkanaler resp. ny-
hetskanaler som viljs. Da géller att varje x; € N och x1 4+ x2 + 23 + x4 = 6. Eftersom
det finns minst 6 kanaler i varje kategori sa finns det inga ytterligare begransingar pa
de z;. Antalet 16sningar till ekvationen sammanfaller alltsa med antalet mojligheter

for paketet och ges av (Gjﬁzl) = (g) = % = 84.

Det finns 27 val for 1:a favoriten, sedan 26 val for 2:a favoriten, sedan 25 val for
3:e favoriten, sedan (254) val f6r de resterande fem kanalerna. Antalet mojligheter for
paketet &r sdledes, enligt multiplikationsprincipen, 27 - 26 - 25 - (254).

(ANMARKNING: Man kan i stéillet tdnka att man forst viljer ut de atta kanalerna,
sedan valjer ut de tre favoriterna ur dessa. Detta angreppssétt skulle leda till formeln
(287) -8-7-6. Man kan kontrollera att det blir samma som ovan.)

Om paketet innehaller k sportkanaler och 6 — k 6vriga kanaler sa finns det (2) val for
sportkanalerna och (le) val for 6vriga kanaler. Enligt additions- och multiplikations-

principerna hérleder vi att antalet mojligheter for paketet under givna forutsattningar

(1)) Q)+ () (6) ==

Lat na (resp. np) vara antalet mojligheter for ett paket av typ A (resp. typ B). Notera
att mg och np har redan beridknats i deluppgifter (a) resp. (c). Om nu sex kunder
ska vilja varsitt paket och vi vet att exakt tre av dem valde typ A, sa ges antalet
mojligheter for det sammanlagda valet, enligt multiplikationsprincipen, av

6 27\ 3 24\ 1?
<3>.n?4-n33220~<6> [27-26-25-(5)} .

=

I
SO OO = O
SO OO N O O
OO O~ OO
— O OO O o O
SO OO o= O
OO OO = OO
== =00 O~ O

Ett exempel pa en Hamiltonvig ar
1-2—-5—-57—-4—3—6.

Notera att endast noderna 1 och 2 har udda grad, sa en Eulervig méste ga mellan
dessa tva. Ett exempel pa en Eulervig ar

1-3-1-2—-4—+2—-5—-7—-4—-3—>6—>7—2.

Se Figur L.2.

Den kompletta bipartita grafen K, , har den egenskapen.

A ena sidan, eftersom G inte har nigra trianglar, om {v, w} dr en kant i G sa kan inte v
och w ha nagon gemensam granne. Enligt ladprincipen medfor detta att d, +d,, < 2n,
ty G har totalt 2n noder. Saledes géller att

> (dy+dw) <2n-|E. (5)
{v,w}eFr



A andra sidan, for varje v € V sa &r v en nod i exakt d,, olika kanter, sa d, kommer

att finnas med i d, olika termer i summan. Saledes &r
> (do+dy) =3 di.

{v,w}eFE veV

Nu tillimpar vi Cauchy-Schwarz (kom ihag att G har 2n noder):

ZdQZ% (Zdv>2.

veV veV
Men enligt Sats 7.3 i boken &r
> dy=2-|E|
veV

Fran (6), (7) och (8) hérleder vi att

S 1 dy s 2IED 2B
v = o n
{v,w}eFE

Da medfor (5) och (9) att

2-|E?
2] <2n-|E|=---=|E| <n? vs.wv.

(6)



