Tentamen
TMV210 Inledande Diskret Matematik, D1/DT2-3

2016-12-21 kl. 8.30-12.30

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Peter Hegarty, telefon: 0766377873
Hjilpmedel: Inga hjilpmedel, ej heller rdknedosa

For godkdnt pa tentan kriavs 22 poéng, inklusive bonus fran kryssuppgifterna under HT-2016. Preliminédrt sa
kravs 32 poéng for betyget 4 och 42 podng for betyget 5. Dessa grinser kan minskas men inte héjas i efterhand.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida direkt efter tentamen. Tentan rittas och bedéms anonymt. Resultatet
meddelas senast den 9 januari. Forsta granskningstillfille meddelas pa kurswebbsidan och via Ping Pong, efter
detta sker granskning enligt 6verenskommelse med kursansvarig.

Dessutom granskning alla vardagar utom onsdagar 11-13, MV:s exp.

OBS!

Motivera dina svar vil. Det dr i huvudsak berikningarna och motiveringarna som ger poing,
inte svaret. I uppgift 5 beh6ver man inte rikna ut svaren som decimaltal.

Uppgifterna

1. (a) Avgor om foljande argument ar giltigt eller ej.

p—4q
qg— —(rAs)
—r — (mp) At
t— s

(b) Ge exempel pa predikat P(zx, y) och Q(x, y) som illustrerar att foljande tva utsagor
inte dr logiskt ekvivalenta. Ar det sant att nagon av utsagorna implicerar den andra,
och i sa fall vilken implicerar vilken ?

Va[3y Pz, y) VIyQ(z, y)]
Va3y Pz, y)|VI[VeIyQz, y)]

2. Bevisa foljande formler med induktion. OBS! Det finns i bada fallen alternativa bevis men
du far endast poéng for induktionsbevis.

(a) For allan € Z, géller > p_,(2k — 1) = n?.
(b) For alla n € Zy giller L (z") = na""L.

(OBs! Har far du ta hjilp av produktregeln: %(uv) =u g—g +wv fl—g).

(3p)

(3p)



Bestdm den allménna losningen till den Diofantiska ekvationen
11702 + 1001y = 260

samt den 16sning for vilken |z| + |y| &r minst.
For vilka b € Z &r kongruensen 1170z = b (mod 1001) lésbar 7
Los kongruensen for b = 260 (T1ps: 13 -6 = 78).

Bestédm alla heltal samt det minsta positiva heltalet som uppfyller
z= 1(mod6), =3 (mod?7), =5 (mod1l).

Formulera Fermats (lilla) sats.

Talet a séigs vara en primitiv rot modulo primtalet p om vart och ett av talen
1,2, ..., p—1 &r kongruent med nagon potens av a (mod p).

Visa att 2 ar en primitiv rot modulo 11.

5. Pa Bullerbyns Tekniska Hogskola finns 6 olika civilingenjoérsprogram och 10 nya studenter
antas varje ar. Till HT-2016 antas 10 nya studenter, som vi kallar for A, B, ..., J.

(b)

Pa hur manga sétt kan studenterna fordelas bland programmen om man ska ta hansyn
till vilka studenter som lédser vilka program 7

Hur manga mojligheter finns det for fordelningen, om man déremot endast tar hansyn
till antalet studenter pa varje program 7

Hur manga mojligheter finns det for en férdelning som i (a), dir A och B liser olika
program 7

Hur manga mdjligheter finns det for en fordelning som i (a), diar endast tva program
far studenter (dvs exakt tva st) 7

Hur manga méjligheter finns det for en férdelning som i (b), dér inget program far 6
studenter eller fler ?

Rita en enkel graf med 7 noder dér gradtalen hos noderna &r 2, 2, 2, 3, 4, 4, 5. Num-
rera sedan noderna i din graf fran 1-7, i den ordning du vill, och ange en Eulervig i
grafen.

Rita upp alla parvis icke-isomorfa grafer med 4 noder (T1ps: De ér 11 st till antal).

7. Bevisa att om z, y, z ar heltal som utgor de tre sidoldngderna i en ratvinklig triangel, sa
maste xyz vara en multipel av 60.

Lycka till!

(5p)

(4p)

(3p)

(5p)



1.

(a)
(b)

Losningar Inledande Diskret Matematik D1/DT2-3, 161221

Argumentet dr ogiltigt. Om p = ¢ =r =1, s =t = 0, s blir alla hypoteserna sanna
medan slutsatsen blir falsk.

Den andra utsagan implicerar den forsta. T.ex. om det for varje x finns ett y sadan
att P(x, y) géller (forsta alternativet i den andra utsagan), da maste det dven vara
sann a fortiori att det for varje = finns antingen ett y sadan att P(x, y) géller eller ett
y sadan att Q(z, y) géller, dvs den forsta utsagan blir sann. Samma argument géller
i fall det for varje = finns ett y sadan att Q(z, y) géller (dvs andra alternativet i den
andra utsagan).

Dock &r det falskt i allménhet att den forsta utsagan implicerar den andra. Som ett
exempel, 1at universumet U besta av heltalen 0, 1, ..., n, for nagot n > 0, och lat
P(x, y) resp. Q(x, y) vara predikaten = < y resp. x > y. Den forsta utsagan ar nu
sann ty, givet ett heltal z € {0, 1, ..., n} kan vi alltid hitta ett y fran samma méngd
sadan att antingen x < y eller z > y géller. Den andra utsagan dr dock falsk. Om
x = n sa finns det inget y sadan att x < y, sa utsagan Va Jy P(z, y) &r falsk (x =n
ar ett motexempel). Pa samma vis, om z = 0 sa finns det inget y sadan att x > y, sa
utsagan Vx 3y Q(z, y) ér falsk (x = 0 ar ett motexempel).

Steg 1: Basfallet n = 1.
VL=2-1—1=1=1%=HL, korrekt !

Steg 2: Antag att

Vi vill deducera att

Vi skriver om VL av (2) sahér:

n+1 n
S @k-1)=|) 2k-1)| +2(n+1)—1] )2 +@2n+1)=(n+1)% vsv.
k=1 k=1

Steg 1: Basfallet n = 1.

d

VL = —
dx

(z) =1=1-1""1 = HL, korrekt !

Steg 2: Antag att

d n n—
%( ) =na" ! (3)
Vi vill deducera att
d n+1 n
(@) = (04 D ()

Med hjélp av produktregeln kan vi skriva om VL av (4) sahér:



d

dx

d d d

(@) = @ 2) = 2" —(2) + @ o (a") =

3)

= 2" 14z (nz™ ) = 2" +na" = (n+ 1)z", vs.v.

(a) Vi koér Euklides algoritm pa (1170, 1001). Forst framat

1170 =1 - 1001 + 169,
1001 = 5-169 + 156,
169 =1-156 + 13,
156 =12-13 + 0,

sedan bakat

13 = 169 — 156

=169 — (1001 — 5 - 169)
=6-169 — 1001

= 6(1170 — 1001) — 1001
=6-1170 — 7-1001.

Multiplicera igenom med 20 sa har vi 260 = 120- 1170 — 140 - 1001, som ger 16sningen
(xo, yo) = (120, —140). Den allménna losningen lyder

b
Tr = x9+ (d) n,
y:yo—(g) n, n € Z.
Héar 4r a = 1170, b = 1001, d = 13 sa den allménna 16sningen ar
r=120+"7"n, y=-140—90n, n € Z.
Man kan sedan kontrollera att |z| + |y| minimeras da n = —2, dvs da (z,y) =

(—34, 40).

(b) Som vi har sett i del (a), SGD(1170, 1001) = 13 sa kongruensen dr losbar da b dr en
multipel av 13.

(c) Vi delar igenom med 13 och far den ekvivalenta kongruensen 90z = 20 (mod 77),
som i sin tur &r samma sak som 13z = 20 (mod 77). S& x = 137120 (mod 77). Fran
tipset ser vi att 1371 = 6 (mod 77). S& z = 6 - 20 = 120 = 43 (mod 77).

SVAR: z = 43 (mod 77).

(a) Den allménna losningen &r
2=1-b-T-11+43by-6-11+5-bg-6-7 (mod 6-7-11), (5)
déar

7-11-by =1 (mod 6) = —by =1 (mod 6) = tag by = —1,
6-11-be =1 (mod 7) = 3be =1 (mod 7) = tag by = 5,
6-7-b3=1(mod 11) = 9b3 =1 (mod 11) = tag bs = 5.



Inséttning in i (5) ger

r=(-1)-1-7-114+3-5-6-11+5-5-6-7 (mod 462) =
= —77+ 990 + 1050 = 1963 = 115 (mod 462).

Det minsta positiva talet som uppfyller detta &r naturligtvis = 115.

(b) Om p &r ett primtal och a &r ett heltal som inte &r en multipel av p, da giller att
a?~! =1 (mod p).

(c) Vi réknar i tur och ordning modulo 11:

2l=92 22=4 23=8, 2'=16=5, 2°=2*.2=5.2=10,
20=2°.2=(-1).-2=9, 27=2°.22=(-1)-4=7, 28=2°.23=(-1)-8=3,
29 =25.20=(~1)-5=6, 2!°=1 (enligt Fermat).

Sa vi ser att vart och ett av talen 1, 2, ..., 10 &r kongruent (mod 11) med en av
potenserna 2F, k=1, 2, ..., 10.

(a) Varje student har 6 val sa det finns 6'© mojligheter.

(b) Lat x1, ..., ¢ vara antalet studenter pa de olika programmen. Sa z1 + - - - + xg = 10

och z; € N. Antalet mojligheter &r saledes (10(?—_61— 1) = (155).

(c) Vi rdknar bort fran svaret till (a) antalet mojligheter dar A och B ldser samma
program. For den senare berdkningen kan vi betrakta paret A, B som “en student”
s& vi har bara 9 studenter att fordela bland 6 program. Detta kan goras pa 69 sitt.
S& svaret pa (c) ar 610 — 6.

(d) Det finns (g) = 15 sétt att forst vélja de tva programmen som ska fa studenter. Sedan
finns det for varje student tva val av program, som ger 20 majliga fordelningar. Vi
maste dock rikna bort de tva utfallen dér alla 10 studenterna hamnar i ett och samma
program. M.a.o. finns det 2'9 — 2 giltiga utfall, givet de tva programmen. Dérmed

finns det totalt 15 - (2!0 — 2) mojligheter.

(e) Notera att hogst ett program kan fa 6 eller fler studenter, ty vi har mindre &n 12
studenter totalt. Vi réknar bort fran svaret till (b) de daliga utfallen. Det finns 6
val av det program som ska fa 6 eller fler studenter. Detta program kan i sin tur
fa 6,7,8,9 eller 10 studenter. I de respektive fallen ska sedan de aterstaende 4,3,2,1
eller 0 studenterna fordelas bland de aterstaende 5 programmen. Antalet sétt att gora
den fordelningen riknas pa samma sétt som i (b). Liagger vi ihop allting och anvénder
additionsprincipen sa ser vi att svaret pa (e) &r

()= [520) 0o ) O3 ) = (52D (520)) -
=)= 1(1)+ () ()~ () ()] -
— (om man vill) = 3003 — 6(70 + 35 + 15+ 5+ 1) = 3003 — 756 = 2247.

(a) Se Figure L.1 for ett exempel pa en sadan graf. Ett exempel pa en Eulervig fran nod
1 till nod 4 i min graf &r

1-2—24—-1—-7—-2—-5—2-3—>6—>1—3—4.

(b) Se Figur L.2.



7. Eftersom 60 = 22 - 3 - 5 sa ricker det, enligt Aritmetikens Fundamentalsats, att bevisa att
xyz dr delbart med vart och ett av 4, 3 och 5. Visentligt for beviset dr det faktum att
22 = 22 + 42, enligt Pythagoras, om vi antar att z dr hypoteneusens lingd.

Delbarhet med 4: Om t &r ett udda tal sa #r 2 = 1 (mod 4) medan att om ¢ #r jimnt sa &r
t2 =0 (mod 4). S& om bade z och y var udda sa skulle 22 = 22 + 42> =1+ 1 = 2 (mod 4)
gilla, nagot som ar omdgjligt. S& minst ett av x och y maste vara jaimnt. Om bada var
jdmna sa skulle redan xy vara delbart med 4 och saledes ocksa xyz. Sa vi kan anta att x
Ar jamnt och y udda, nagot som innebér att ocksa z blir udda. Det aterstar i detta fall
att bevisa att z dr faktiskt en multipel av 4. Men 22 = 22 — y? = (2 — y)(z + y). Eftersom
bade y och z &dr udda sa dr bade z — y och z + y jimna samt, och detta &r det viktiga,
exakt ett av dem maste vara delbart med 4. Saledes ar (z — y)(z + y) delbart med 8 och
diirmed ocksa x?. Om nu z inte var delbart med 4 sa skulle z = 2t gilla, fér nagot udda t.
Dé skulle 22 = 4t? vara delbart med 4 men inte med 8. S& 2 maste vara delbart med 4, v.s.v.

Delbarhet med 3: Om inte t #r delbart med 3 si #r t> = 1 (mod 3) medan att om ¢
ar en multipel av 3 s dr t2 = 0 (mod 3). S& om varken z eller y var delbara med 3
sé skulle 22 = 22 + 942 = 1+ 1 = 2 (mod 3) gilla, nagot som #r omdjligt. S& minst ett
av x och y maste vara delbart med 3 och ddrmed blir ocksa xyz automatiskt delbart med 3.

Delbarhet med 5: Om inte t &r delbart med 5 si &r t> = +1 = 1V 4 (mod 5) me-
dan att om ¢ &r en multipel av 5 s& #r > = 0 (mod 5). S& varje heltalskvadrat &r
kongruent med 0, 1 eller 4 (mod 5). Om varken x eller y var delbara med 5 sa skulle
2 =224+9y?’=41+1=2Vv0V3 (mod 5) gilla. Den enda giltiga mojligheten #r i sa fall
att 22 =0 (mod 5), dvs att 22 #r delbart med 5. Eftersom 5 &r ett primtal sa skulle detta
medfora i sin tur att dven z var delbart med 5. Slutsatsen &r att minst ett av x, y och z
maste vara delbart med 5, och séaledes blir ockséa zyz det.
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