MATEMATIK
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA

TMV200/211 — Diskret matematik

Tentamen: 2023-01-04, 08.30-12.30

Telefonvakt: Christian Johansson, 031-772 5325

Hjalpmedel: Inga

Betygsgréinser: 20 podng — 3, 30 podng — 4, 40 podng — 5, 50 podng totalt
Observera: Berakningar och motiveringar ska redovisas.

Endast svar ger ingen podng om inte annat anges.

1. (a) Avgor om foljande argument &r giltigt eller ej:

q—p

r— (—pV—q)
g — S

S
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Om argumentet ar giltigt, forklara varfor. Om det inte ar giltigt, ge ett motexempel. (5p)

(b) Lat P(x,y, z) vara predikatet z > y — z, definierat pa méngden Z, av positiva heltal
(dvs definierat for z,y,z € Z, ). Avgor om foljande utsagor

Vr3zVy . P(x,y, 2)
JyVavz : P(x,y, 2)
d2Va3dy : P(x,y, 2)

dr sanna eller falska. Endast svar krévs. (3p)
2. Visa att 3" > 1 + n + n? for alla heltal n > 1. (7p)

3. (a) Rita en sammanh#ngande bipartit graf med 6 noder som har en Eulercykel. Motivera,
varfor grafen du ritat har en Eulercykel. (3p)

(b) Bevisa att en sammanhéngande bipartit graf med 5 noder inte kan ha en Eulercykel.
(3p)

Var god vénd!



4. Lat M vara mingden av alla delméangder till {1,2,3,4,5,6}. Definiera en relation ~
pa M genom A ~ B om AN B har ett udda antal element.

(a) Ar ~ reflexiv? Symmetrisk? Transitiv?

(b) Bestdm méngden

(AeM|A~{1,20N{BeM|B~{13}}.

5. Lat G = (V, E) vara en graf. Vi séger att tre (olika) noder vy, ve,v3 € V bildar en
triangel 1 G om {vy, v}, {v1,vs}, {va, v3} € E.

(a) Skriv pastaendet “Alla bipartita grafer saknar trianglar” pa predikatlogisk form. Glom
inte att definiera ett lampligt universum.

(b) Lat n vara ett positivt heltal. Konstruera en graf med 2n noder och n? kanter som
inte har nagon triangel i sig.

6. (a) Primtalsfaktorisera 2023 och berdkna $®(2023).

(b) Bestédm alla heltalslosningar till ekvationssystemet

=2 (7)
r=1 (9)
=3 (5).

7. Svaren i den hir uppgiften skall ges som explicita tal. Hur manga fyrsiffriga tal finns
det déar ...

(a) exakt en siffra &r jamn?
(b) minst tva siffror skall vara primtal och minst tva siffror skall vara udda?

(c) alla siffror dr olika?

Lycka till!
Christian
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Losningsforslag

1. (a) Argumentet &r giltigt. Vi gor ett motsigelsebevis. Antag att hypoteserna dr sanna
och slutsatsen ar falsk. Da &r s sann enligt den fjarde hypotesen, sa enligt den tredje
hypotesen dr ¢ sann. Enligt den férsta hypotesen &r da p sann. Om slutsatsen &ar falsk
maste r vara sann. Men om r, ¢ och p ir sanna sa ar den andra hypotesen falsk, vilket ar
ett motsigelse.

(b) Den forsta utsagan &r falsk (oavsett vad x och z &r sa kan vi viillja ett y sa att
r <y — z). Den andra utsagan &r sann (vi kan vélja y = 0; d& dr x > —z eftersom = och
z ar positiva). Den tredje utsagan ar ocksa sann (vi kan vélja z = 0 — oavsett vad = &r si
kan vi vilja y sa x > y).

2. Vi visar pastaendet med induktion. Vart basfall ir n = 1: D4 &r 3" = 3! = 3 och
1+n+n?=1+1+12 =3, sa pastaendet 3" > 1 + n + n? stimmer nir n = 1.

Induktionssteget: Antag att 3" > 1+ n + n? for ett specifikt n (induktionsantagandet).
Vi vill visa att 3" > 1+ (n+ 1) + (n+ 1)%. Vi har

I+(n+1)+n+1)*=3+3n+n*<3+3n+3n>=3(1+n+n?) <3.3"=3""

dar den forsta olikhet kommer av att n? < 3n? och den andra olikheten kommer fran in-
duktionsantagandet. Det avslutar induktionssteget och darmed hela induktionsbevis.

3. (a) Den fullstéindigt bipartita grafen K, med 2 blad noder och 4 réda noder dr sam-
manhéngande och bipartit, och har en Eulercykel eftersom alla gradtal ar jimna.

(b) En bipartit graf med 5 noder har antingen 1 bla nod och 4 réda, eller 2 bla noder och
3 roda noder (eller vice versa). Det ger oss tva fall att kontrollera:

Fall 1: Antag att vi har en bla nod och fyra réda. Varje réd nod kan endast ha en
kant till sig (fran den bla noden), och for att grafen skall vara sammanhingande méste
den kanten finnas. Sa alla réda noder har gradtal 1, vilket dr udda, sa grafen har ingen
Eulercykel.

Fall 2: Antag nu att vi har tva bla och tre réda noder. For att grafen skall vara samman-
hingande och de réda noderna skall ha jamnt gradtal sa maste varje r6d nod ha kanter
till bagge de tva bla noderna. Men da dr grafen fullstindigt bipartit, och de bla noderna
har gradtal 3, sa grafen har ingen Eulercykel.

4. (a) ~ #r inte reflexiv: Lat exempelvis A = {1,2}. Om A ~ A sa skall AN A ha ett
udda antal element, men AN A=A = {1,2}, som har tva element.

~ dr symmetrisk: Om A ~ B sa har AN B ett udda antal element, sa eftersom AN B =
BN Asahar BN A ett udda antal element, sa B ~ A.

~ &r inte transitiv: Vi ger ett motexempel. Lat A = {1,2}, B = {2,3} och C' = {3,4}.
Dadr ANB ={2} och BNC ={3},s8 A~ Boch B~ C.Men ANC =0, vilket har
ett jimnt antal element, sa A % C.



(b) A ~ {1,2} betyder att AN {1,2} har ett udda antal element, vilket hinder om 1 € A
eller 2 € A, men inte bada. Pa samma sétt betyder B ~ {1,3} att 1linB eller 3 € B, men
inte bada. Sa vifaratt {Ae M | A~ {1,2}}n{B € M | B~ {1,3}} & méingden NUP
dar

N={AC{1,4,5,6}|1€ A}

och
P={B C{2,3,4,5,6} 2,3 € B}.

5. (a) Lat universum U vara méingden av alla grafer. Lat B(z) vara predikatet “z ar
bipartit” och T'(z) predikatet “z har en triangel”, biigge definierade pa U. Da &r pastaen-
det

Ve e U: B(x) —» —T(x).

(b) Pastaendet i (a) &r sant (en bipartit graf har ingen triangel), sa den fullsténdigt
bipartita grafen K, , med n bla noder och n roda noder ar ett exempel pa en graf med
2n noder, n? kanter och inga trianglar.

6. (a) Vi har 2023 = 7-17%. Dérmed &r

$(2023) = &(7) - ®(17*) = (7 — 1)(17* — 17) = 6 - 272 = 1632.

(b) Forsta ekvationen ger att © = 2+ 7y. Insittning i andra ekvationen ger 2+ 7y = 1 (9),
vilket kan forenklas till 7y = —1 (9). Inversen till 7 modulo 9 &r 4, s& om vi multiplicerar
ekvationen med 4 pa bégge sidor far viy = —4 (9), dvs y = —4+9z for nagot z € Z.

Vifarda oz =2+ Ty =2+ 7(—4 + 9y) = —26 + 63z. Inséttning i den tredje ekvationen
ger —26 + 63z = 3 (5), vilket vi kan forenkla till 3z = 4 (5). Inversen till 3 modulo 5 &r
2, s& om vi multiplicerar ekvationen med 2 pa bégge sidor far vi z = 8 (5), som vi kan
forenkla till z = 3 (5). Alltsa har vi z = 3 + 5n nagot n € Z, sa l6sningarna &r

z = —26 + 632 = —26 + 63(3 + 5n) = 163 + 315n
for n € Z.
7. (a) Vi delar upp i tva fall: Om forsta siffran dr jamn eller inte. Om forsta siffran
dr jamn finns det 4 val for vilken det kan vara (2, 4, 6 eller 8, kan inte vara 0), och

resterande tre siffror maste vara udda sa det finns 5 olika mdjligheter for var och en.
Enligt multiplikationsprincipen far vi da

4-5-5-5=0600

olika tal. Om istéllet forsta siffran &r udda sa kan den véljas pa 5 sédtt. Vi har sedan tre
val for vilken av de resterande siffrorna som skall vara jdmn, 5 val for vilken jimn siffra
det dr, och 5 -5 olika sétt att vilja resterande tva udda siffror. Det ger

2-3-5-5-5=1875

olika tal. Totalt far vi 600 + 1875 = 2475 olika tal.



(b) Vi delar upp i fall efter hur manga udda primtal talet innehaller, plus hur manga tvaor
det innehaller, plus hur manga udda icke-primtal det innehaller, plus hur manga jaimna
icke-primtal det innehaller. Sa nedan sa betyder exempelvis 1+142+0 att talet innehaller
ett udda primtal, en tvaa, och tva udda icke-primtal. Notera att det finns 3 udda primtal
(3, 5 och 7), 2 udda icke-primtal (1 och 9) samt 4 jimna icke-primtal (0, 4, 6 och 8). Med
minst tva udda tal och minst tva primtal ger det oss foljande fall (manga fall har samma,
typ av argument, sd motiveringerna for senare fall blir mer och mer kortfattade):

0+2+2+0: Vihar (;1) sitt att siitta ut tvaorna, och sedan 2% siitt att villja resterande
udda icke-primtal. Det ger 6 - 4 = 24 olika tal.

1+ 1+ 1+ 1: Tva fall: Om det jimna icke-primtalet ar forst kan det véljas pa 3 sétt. Sen
finns det 3 sdtt att sdtta ut tvaan, 2 platser for var det udda primtalet skall vara, 3 sitt
att vilja det, samt 2 sétt att vilja det udda icke-primtalet. Det ger oss 3-3-2-3-2 = 108
tal.

Om det jimna icke-primtalet inte dr forst kan vi sitta ut det pa 3 olika positioner, vi
har 4 val for vilken siffra det skall vara, sen finns det 3 sétt att sidtta ut tvaan, 2 platser
for var det udda primtalet skall vara, 3 siatt att vilja det, samt 2 sitt att véilja det udda
icke-primtalet. Det ger oss 3-4-3-2-3-2 = 432 tal. Totalt far vi da 108 + 432 = 540
tal.

1+ 1+2+0: 4 sitt att sidtta ut tvaan, 3 sitta att sidtta ut det udda primtalet, 3 val
for vilket det skall vara, och 22 sitt att vilja aterstiende tva udda icke-primtal. Det ger
4-3-3-2% =144 tal.

14241+ 0: Viresonerar ungefar som i fallet 1 +1+2+0, det ger 0oss 6-2-3-2 =72
tal.

2+ 0+ 0+ 2: Liknande 1 + 1+ 1+ 1. Om ett av de jamna icke-primtalen star forst kan
vi vilja det pa 3 sitt, sen finns 3 val for var det andra jimna icke-primtalet skall vara, 4
val for det ir, och till sist 3% val for de udda primtalet. Det ger 3-3-4- 32 = 324 tal.

Om ett udda primtal star forst istéllet far vi med ett liknande resonemang 3-3-3-4% = 432
tal. Totalt far vi 324 4 432 = 756 tal.

24+0+141: Aterigen maste vi dela upp i tva beroende pa om det jimna icke-primtalet
ar forst eller inte. Totalt far vi 3-3-2-324+3-4-3-2-32 =810 tal.
2+0+2+0: Vifar (3) - 3% 22 = 216 tal.

2+ 1404 1: Vi maste dela upp i tva beroende pa om det jimna icke-primtalet dr forst
eller inte. Totalt far vi 3-3-3%2 +3-4-3-3% = 405 tal.
24+1+14+0:Vifar4-3-2-3% =216 tal.

2+240+0: Vifar (}) - 3% =54 tal.

34+ 0+ 0+ 1: Vi maste dela upp i tva beroende pa om det jimna icke-primtalet ar forst
eller inte. Totalt far vi 3-3% +3-4-3% = 405 tal.

34+04+1+0:Vifar4-2-3% =216 tal.
34+14+0+0: Vifar4-3%2 =108 tal.
44+0+0+0: Vifar 3* = 81 tal.



Det ger samtliga fall (vissa fall skulle kunna behandlas tillsammans for en kortare 16sning,
men vi har valt att dnda separera dem for att ha en likformig fallindelning). Totalt far
vi

24 + 540 + 144 + 72 + 756 + 810 + 216 + 405 + 216 + 54 + 405 + 216 + 108 + 81 = 4047

olika tal.

(c) For den forsta siffran finns 9 val (far inte vara 0), for den andra finns 9 val, for den
tredje finns 8 val och f6r den fjarde finns 7 val. Det ger 9-9 -8 -7 = 4536 olika tal.



