MATEMATIK
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA

TMV200/211 — Diskret matematik

Tentamen: 2022-10-22, 14.00-18.00

Telefonvakt: Christian Johansson, 031-772 5325

Hjalpmedel: Inga

Betygsgréinser: 20 podng — 3, 30 podng — 4, 40 podng — 5, 50 podng totalt
Observera: Berakningar och motiveringar ska redovisas.

Endast svar ger ingen podng om inte annat anges.

1. (a) Avgor om foljande argument &r giltigt eller ej:

(tV—q)—r
pVi

q— —p

r

Om argumentet ar giltigt, forklara varfor. Om det inte ar giltigt, ge ett motexempel.

(b) En Hamiltonvég i en graf dr en vig som gar igenom varje nod exakt en gang. Betrakta
pastaendet “Om en graf har en Hamiltonvig ar den sammanh#ngande”. Skriv pastaendet
pa predikatlogisk form (glom inte att definiera ett lampligt universum) och avgor om det
ar sant eller falsk.

2. Lat A, B € R och definiera en talfoljd ag, a1, as, ... rekursivt enligt

ag = A;
a, = 2B;

a, = 4a,_1 — 4a,_o, n > 2.

Visa att a, = n(B — A) - 2" + A - 2" for alla heltal n > 0.

3. Lat m,n > 1 vara heltal, och lat K,,, vara den fullstindigt bipartita grafen med m
roda noder och n bla noder.

(a) Rita ut K33 och ange antalet kanter i grafen.
(a) For vilka virden pa m och n har K, ,, en Eulervig men inte en Eulercykel?

(b) Lat G vara den riktade grafen som vi far fran den vanliga grafen K5, genom att lata
kanterna i K59 ha en pil fran den réda noden till den bla noden. Ange grannmatrisen A
for G. Vad blir A%2? Kan du motivera svaret utan att faktiskt utféra matrismultiplikation?

Var god vénd!

(4p)

(6p)

(3p)



4. Lat M = Z\ {0} och definera en relation ~ pa M x M genom (a,b) ~ (¢,d) om ac > 0
och bd > 0.

(a) Visa att ~ dr en ekvivalensrelation.

(b) Hur manga ekvivalensklasser har ~ 7 Beskriv dem, antingen med ord, formler eller en
bild.

5. Lat k € Z, och lat A, = {1,2,...,k}. En bijektion f : Ay — Ay kallas for en
permutation av Ay, och vi sdger att € A, ar en fixpunkt till en permutation f om
f(@) = .

(a) Ange hur manga permutationer det finns av Ay. Endast svar krévs.

(b) Lat By, vara méngden av de permutationer av A; som inte har nagra fixpunkter, och
lat by, = | By| vara antalet element i By. Definiera by = 1. Visa att

i (Z) by = 1l

k=0
for allan € Z,.

(c) Kan du gissa en formel for b,? Endast svar krévs.

6. (a) Bestam alla heltalslosningar (x,y) till den diofantiska ekvationen 15z + 18y = 21.

(b) Bestédm alla heltalslosningar till ekvationssystemet
5* =2 (7)
z=9 (13).

7. Svaren i den hér uppgiften behover inte ges som explicita tal; (rimliga) matematiska
uttryck dr ok men svaret skall framga tydligt. En klass pa 15 elever skall ha en friluftsdag
dar det finns 4 olika aktiviteter att vilja pa.

(a) Pa hur manga sétt kan vi fordela eleverna mellan de olika aktiviteterna om det spelar
roll vilken elev som gor vilken aktivitet?

(b) P& hur méanga sétt kan vi fordela eleverna mellan de olika aktiviteterna om vi endast
bryr oss om hur manga elever som utfor varje aktivitet?

(c) I klassen gar Adam, Erik och Jakob, som ofta brakar med varandra. Pa hur manga sétt
som i (a) kan vi fordela eleverna om Adam, Erik och Jakob maste ha olika aktiviteter?

(d) Pa hur manga sétt som i (b) kan vi férdela eleverna om varje aktivitet hogst kan ha
fem elever?

Lycka till!
Christian
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Lo6sningsforslag:

1. (a) Vi gor ett motsiigelsebevis: Antag att hypoteserna fr sanna men slutsatsen falsk.
r ar slutsatsen, s den dr falsk. Eftersom hypotesen (¢ V —q) — r &r sann och r &r falsk
sa ar t V —q falsk, dvs t falsk och ¢ sann. For att hypotesen p V ¢ skall vara sann maste p
da vara sann. Men da har vi att ¢ dr sann och p &r sann, sa hypotesen ¢ — —p ar falsk.
Alltsa har vi en motséigelse, och argumentet ar giltigt.

(b) Lat U vara méingden av alla grafer och definiera tva predikat H(z) och S(z) pa U
enligt foljande:

H(z) : “x har en Hamiltonvig”
S(z) : “x d&r sammanhédngande”

Da kan vi skriva pastaendet som Vo € U : H(z) — S(z). Det &r sant eftersom en graf ar
sammanhangande om varje par av noder kan kopplas ihop med en vig, och Hamiltonvigar
kopplar samman alla noder.

2. Vi visar formeln med induktion. S&tt g(n) = n(B — A) - 2" + A - 2™; vi skall visa att
a, = g(n) for alla heltal n > 0.

Basfall n = 0 och n = 1: Vi har g(0) = 0-(B— A) -2+ A-2" = A samt ayp = A per
definition, och g(1) =1-(B — A)-2' + A-2!' =2B — 2A + 2A = 2B samt a; = 2B per
definition, sa basfallen stammer.

Induktionssteg: Lat n > 2 och antag att a,_; = g(n — 1) samt a,_s = g(n — 2) (induk-
tionsantagandet). Vi vill visa att a(n) = g(n). Enligt den rekursiva definitionen av a,, och
med vart induktionsantagande far vi

ap = 4a,_1 —4a,_o =4g(n —1) —4g(n — 2) =
=4(n—1)(B—A)- 2" +4A-2" —4(n —2)(B—A)-2"2 —4A.2"? =
=2n—1)(B—A)-2"+2A-2"—(n—2)(B—A)-2"—A-2" =
=(B—-—A4)-2"-2n—-1)—(n—-2))+A-2"-(2—1)=n(B—A)- 2"+ A-2" = g(n),

vilket dr vad vi ville visa. Det avslutar induktionssteget, och formeln ar ddrmed bevisad
for alla heltal n > 0.

3. (a) K33 dr nedan, och antalet kanter &ar 9.




























































(b) K, har m noder med gradtal n och n noder med gradtal m. For att ha en Eulervig
men inte en Eulervig skall exakt tva gradtal vara udda och resten jimna. Sa vi behéver
antingen m = 2 och n udda, eller m udda och n =2, eller m =n = 1.

(c) G ser ut enligt f6ljande

och grannmatrisen och dess kvadrat &ar

0011 0000
oo 11 >, 0000
A=loooo]" T =looo o

0000 0000

Vi kan se att det inte finns nagra riktade viigar av lingd 2 i G, sa darfor ar A2 = 0.

4. (a) Reflexivitet: (a,b) ~ (a,b) eftersom a® > 0 och b* > 0.

Symmetri: Om (a,b) ~ (c,d) sa dr ac > 0 och bd > 0, sd ca > 0 och db > 0, dvs
(¢,d) ~ (a,b).

Transitivitet: Om (a,b) ~ (¢,d) och (¢,d) ~ (e, f), sa ar ac > 0, bd > 0, ce > 0 och
df > 0. Da ir ae = (ac)(ce)/c®> > 0 och bf = (bd)(df)/d*> > 0, s& (a,b) ~ (e, f).

Alltsa ar ~ en ekvivalensrelation.

(b) Vi har (a,b) ~ (¢,d) om och endast om a och ¢ har samma tecken, och b och d har
samma tecken. Sa det finns fyra ekvivalensklasser, motsvarande de fyra kvadranterna i
planet.

5. (a) Det finns k! permutationer.










































































































































(b) Lat Cj vara mingden av alla permutationer av A, som har exakt k fixpunkter. Ef-
tersom varje permutation av A, ligger i C}, for exakt ett virde av k far vi att

n
D ICk = nl,
k=0

sa vi behover visa att |Cy| = (Z) b,_. For att skapa en permutation i C, beh6ver man vélja
k element ur A,, som skall vara fixpunkter, vilket kan goras pa (Z), och sedan permutera
resterande n — k element pa ett sitt sa det inte finns nagra fixpunkter bland dem, vilket
kan goras pa b, satt. Alltsa ar |Cy| = (Z) bp—1, och formeln &r bevisad.

(c) Formeln &r b, = > (=1)" () k!.

6. (a) Vi har sgd(15,18) = 3, sa vi kan dela ekvationen med 3 och far 5z + 6y = 7. Forst
hittar vi en 16sning till 5u 4+ 6v = 1; med Euklides algoritm eller pa annat sétt kan vi
se att (u,v) = (—1,1). Vi multiplicerar den l6sningen med 7 for att fa var forsta 16sning
(x0,90) = (—=7,7). Samtliga l6sningar ges da av

(x,y) = (=7+6n,7—5n) ne€Z.

(b) Vi fokuserar forst pa ekvationen 5* = 2 (7). Modulo 7 har vi
=1, 5'=552=4, 5°=6,+,5'=2, 5°=3, 5°=1.

(Observera att 5° = 1 (7) ocksa enligt Eulers sats/Fermats lilla sats). Eftersom 5° =
1 (7) sa kommer ménstret, sa 5 = 2 (7) om och endast om x = 4 (6). Alltsa far vi

ekvationssystemet
r=4 (6)
r=9 (13)

som vi kan l6sa. Forsta ekvationen ger z = 4 4 6y med y € Z och insdttning i andra ger
4+ 6y =9 (13), som vi kan skriva om som 6y = 5 (13). Inversen till 6 modulo 13 &r —2,
sa

y=—10=3 (13).

Alltsa ar y = 3 4 13n med n € Z ar diarmed ar
r=44+6y=4+63+13n)=22+78n, neZ

den allménna losningen.

7. (a) Vi har 15 elever och 4 val per elev, sa vi far 4'5 sitt att fordela eleverna pa.

(b) Hér har vi 15 identiska “bollar” (eleverna) som vi skall fordela over 4 “lador” (aktivi-
teterna), kan goras pa (138) satt.

(c) Vi har 4-3-2 = 24 val for aktiviteter for Adam, Erik och Jakob eftersom de skall gora
olika saker, och sedan 4'2 val for de 6vriga 12 eleverna, sa totalt 24 - 412 sitt.



(d) Vi réknar omvént. Lat A; for ¢ € I = {1,2,3,4} vara antalet sitt att fordela eleverna
med minst 6 elever i aktivitet 7, och 1at A;; vara antalet sétt fordela eleverna med minst
6 elever i aktivitet ¢ och 6 elever i aktivitet j, for ¢, 7 € I och ¢ < j. Enligt principen om
inklusion-exklusion och del (b) &r svaret pa fragan

18
<3)_Al_A2_A3_A4_A12_A13_A14_A23_A24_A34-

(Notera hér att vi inte kan ha minst 6 elever per aktivitet i mer &n tva aktiviteter).
For alla 7 € I har vi A4; = (132) (forst later vi sex elever gora aktivitet ¢, sen fordelar vi
resterande 9 elever 6ver de fyra aktiviteterna), och for alla ¢, j som ovan har vi A;; = (g)
(forst later vi sex elever gora aktivitet i, sex elever gora aktivitet j, och sen fordelar vi
resterande 3 over de fyra aktiviteterna). Alltsa blir svaret

() -+ (5) o G)



