Losningar for tenta i TMV200 Diskret matematik 2019-04-25 kl. 14:00-18:00

1. Om argumentet inte ér giltigt gar det att hitta ett motexempel, dvs en uppséttning
sanningsviarden for vilka alla hypoteserna ar sanna medan slutsatsen ar falsk. Vi
forsoker konstruera ett motsagelsebevis, och om det inte gar sa ar argumentet giltigt.
Vi gor darfor antagandet att alla hypoteserna ar sanna och att slutsatsen ar falsk,
och ser vad det leder till.

Slutsatsen bestar av en implikation, och enda fallet dar en implikation ar falsk ar
fallet S — F', sa for att gora slutsatsen falsk maste p = F och r = S. Med dessa
sanningsvarden blir forsta hypotesen och tredje hypotesen uppfyllda.

Enda séittet att fa fjarde hypotesen sann ar att satta g = S.

I andra hypotesen éar (r A =p) = S, och hypotesen blir alltsd sann med de tilldelade
sanningsviardena. Vi har alltsa hittat ett motexempel, som gor hypoteserna sanna
med slutsatsen falsk (p = F och ¢ =7 = 9).

Svar: Argumentet ar inte giltigt, och ett motexempel ar p = F och g =7r = S.

2. Vi visar detta genom induktion. Infér beteckningarna
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och lat U(n) vara utsagan (pastaendet) att V. L(n) = HL(n).
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ar U(1) sann, och vi har alltsa ett giltigt basfall.
Vi skall nu visa induktionssteget, dvs att U(p) = U(p + 1). Antag darfor att U(p)

ar sann for nagot visst p, dvs att V L(p) = HL(p). Det géller nu att
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dér de karmosinroda uttrycken ovan ér lika enligt antagandet att U(p) ar sann.
Vi har nu funnit att U(p 4+ 1) &r sann sa fort U(p) ar sann, dvs induktionssteget
Ulp) = U(p+1) géller.

Vi har ett giltigt basfall och ett induktionssteg, och induktionsprincipen ger darfor
att U(n) &r sann for alla heltal n > 1.

(a) Om u = a+bv/3 s dr u? = (a+bv/3)? = a® +2aby/3+3b%. Ar detta ett heltal
maste ab = 0, dvs a = 0 eller b = 0. Om a = 0 sd ar uv/3 = bv/3V3 = 3b ett
heltal, och om b = 0 sa ar u = a ett heltal.

(b) Om v = a + bv/3 och v = ¢ + dv/3 sa blir
wv = (a + bvV3)(c+ dV3) = ac + adV'3 + bev/3 + 3bd,

som kan skrivas s + tv/3 € Z[\/ﬁ] med heltalen s = ac + 3bd och t = ad + be.
Svar: Ja, Z[v/3] ér sluten under multiplikation.

(¢) Vi soker ett element a + by/3 sadant att (a4 bv/3)(7 +4v/3) = 1. Detta kriver
att koefficienten framfor v/3 ar noll och det "ensamma” heltalet ar ett. Med
hjalp av rdkningarna i (b) ser vi att det sker da

Ta+ 120 =1 Ta+ 120 =1 a= T
= =
da+ Tb=0 —b=141 b= —4.
Ekvationssystemet l6sning gav heltal, dvs vi har hittat elementet vi sokte. En
enkel kontroll visar ocksa att (7 —4v/3)(7+4+/3) = 72 —3-4? = 1, som énskat.

Svar: Ja, 7— 4+/3 ar invers till 7 + 4/3.
(d) Antag att a + by/3 har den multiplikativa inversen ¢ + dv/3. Om

(a4 bV/3)(c + dV3) = ac + adV/3 + bev/3 + 3bd = 1

sa maste ac+ 3bd = 1. Om d = sgd(a, b) sa galler att d|ac + 3bd, och da maste
aven d|1. De enda talen som delar 1 &r +1, och eftersom d = sgd(a,b) > 0
maste d = 1, vilket skulle visas.

Lat x beteckna antalet krusbéarspajer. Da soker vi den minsta positiva losningen till
kongruenssystemet

3r= 1 mod 71 r= ¢g mod 71l
r =28 mod 70 xr =28 mod 70,

déar g ar den multiplikativa inversen till 3 modulo 71 (det finns garanterat en sadan,
dé sgd(3,71) = 1). Eftersom sgd(70, 71) = 1 lovar kinesiska restsatsen att systemet
ar losbart.

Vi borjar med att bestdmma g. Euklides algoritm ger

71=23-3+2
3=1-2+1
2=21,

sdatt 1=3—-1-2=3—-1-(71—-23-3) =24-3—T71. Detta ger oss att g = 24
duger som invers.



Forsta kongruensen ger nu att x = 24 + 71s for nagot heltal s. Insédttning av detta
i andra kongruensen ger

244+71s=28 mod 70 & s=4.

Detta innebér att s = 4 + 70t for nagot heltal ¢.
Eftersom x = 24 + 71s far vi

r=24+Tls =24+ T71(4+ 70t) =24 + 71 - 4 + 4970t = 308 + 4970,

dar t ar ett godtyckligt heltal. Minsta positiva 1osningen blir x = 308.

Svar: Minsta positiva losningen ar x = 308.

(a) Vi kontrollerar att R ar reflexiv:
aRa < D(a) = D(a),
symmetrisk:
aRb < D(a)=D0b) < D@0b)=D(a) < bRa,

och transitiv:

{bgb & {D(a):m = D(=D() & aRe

(b) Eftersom 98 = 2 - 7% ar D(98) = 7°.
Antag att x uppfyller D(z) = 7°. D4 maste z = k - 7% for mégot heltal k > 1.
Vi kan inte ha k > 7, eftersom da blir D(z) = Tk # 7%, 84 2 < k < 7.
Dessutom maéste k£ vara ett primtal, for om & = mn med m > n > 1 blir
D(z) = D(mn -7%) > m - 7% # 72
Svar: Ekvivalensklassen som innehéaller 98 ar {98,147, 245, 343}.

(a) Bokstédverna M, U, och R finns i dubbel uppséttning, medan E, L, D, och J
endast finns i vardera ett exemplar.

e Det finns endast ett siatt att vélja ut sju olika bokstaver, och sedan kan vi
bilda 7! olika "ord” med dem.

e Om vi vill anvédnda precis en bokstav tva ganger kan vi valja bokstaverna
pa G) : (g) = 3 -6 = 18 olika sétt, och vi kan sedan bilda ;—: olika "ord”
med dem. Det ger 9 - 7! olika "ord”.

e Om vi vill anvinda precis tva bokstédver tva ganger kan vi valja boksta-
verna pa (;) . (g) = 3-10 = 30 satt, och sedan kan vi bilda 2,7—'2, “ord” med
dem. Det ger 15 - ;—: olika "ord”.

e Om vi vill anvinda alla dubbletterna kan vi vélja den sista bokstaven pa
fyra sétt, och sedan kan #:2, olika ”ord” bildas. Det ger ;—: olika "ord”.

Sammanlagt far vi 71 4+9 -7+ 15- ;—: + ; = 18- 7! "ord”.

Svar: Det kan bildas 18 - 7! "ord”.
(b) Vi delar upp i samma typ av fall som i (a).

e Anvéinder vi sju olika bokstaver far vi 7! olika ”"ord” precis som tidigare.
e Om vi anvénder precis en bokstav tva ganger far vi 18 - 6! "ord”.



e Om vi anviander precis tva bokstaver tva ganger far vi 30 - 5! ”ord”.
e Om vi anviander alla dubbletterna far vi 4 - 4! "ord”.

Sammanlagt far vi 7! 4+ 18- 6! 430 - 5! +4 - 4! "ord”.

Svar: Det kan bildas 7! 4+ 18 - 6! + 30 - 5! +4 - 4! "ord”.

Satt ihop LEMUR till symbolen £. Vi har d& "bokstaverna” LMURDJ att
anvanda. Vi maste anvinda £ och tva av de fem 6vriga, vilket ger (g) -3l =
5! ) ”

o = 60 ”ord”.

Svar: Det kan bildas 60 sadana "ord”.

Svar: Ett exempel fas genom att ta bort noderna B, C, och E:

Noderna A, C, och E méaste uppenbarligen vara i olika nodméangder. Pa samma
sitt maste D, I, och B ocksa vara i olika nodméangder. Vi ser att det finns
precis tva indelningar:

A C A C
OB @)—F)
® ®
&) &)

Svar: Det finns tva sadana indelningar.

Grafen ar sammanhédngande och bestar av sex noder med gradtal tre. For att
det skall finnas en Eulerviag far grafen innehalla hogst tva noder med udda
gradtal. Detta gar inte att astadkomma genom att ta bort endast en kant,
men det gar om vi tar bort tva kanter (exempelvis kanten C' till F' och kanten
B till E).

Svar: Minsta antalet kanter som behover plockas bort for att grafen skall fa
en Eulervag ar tva.

For att grafen skall fa en Eulercykel behover vi se till sa att alla nodernas
gradtal ar jamna. Vi maste ladgga till minst tre kanter for att lyckas adndra
gradtalet pa alla sex noderna. Det visar sig ocksa att tre kanter réicker; lagg
exempelvis till kanter fran A till B, fran C till D, och fran F till F' (jamfor
med de tripartita indelningarna ovan).

Svar: Minsta antalet kanter som behover laggas till for att grafen skall fa en
Eulercykel ar tre.
Vi borjar med att faktorisera 980 = 2% -5 - 72, och vi far sedan

P(980) = ¢(2%) - (5) - (7*) =2'(2—-1)- (5—1)-7(7— 1) = 336.
Svar: ®(980) = 336.

Eulers sats ger oss 3°(%0) = 3336 = 1 mod 980, eftersom sgd(3,980) = 1 enligt
faktoriseringen i (a). Vi far

r = 32019 = 3033643 = (3336)6 .33 = 16. 33 =27 mod 980.

Svar: Det minsta positiva sadana talet ar x = 27.



