Matematik, Chalmers

Tentamen i Matematisk analys i en variabel for Z1 (TMV135), 0508-19
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. Los differentialekvationeny’”” — 2y’ + 2y = e®, y(0) = y(w/2) = 0.

Karakteristiska polynomet — 2r + 2 har rétterna- = 1+ 4, ger homogena lésningefi( A cos = +
Bsinx). En partikularlésning kan hittas med ansatges Ce®, gerC = 1 och alltsa allmanna
I6sningere” (A cosz + Bsinx + 1). Villkoren y(0) = y(7/2) = 0 ger slutligend = B = —1.
Svar: y(z) = e*(1 — cosz — sinx).

. Berékna den obestamda integraﬁrtm dx.

Ansatsen
1 A B Cx+ D

G122 +1) 41 (@r1)E ! 211
gerA=B=1/2,C =-1/2, D = 0. Vi kan sedan direkt skriva upp den primitiva funktionen.
Svar: In(z + 1) — +In(z? + 1) — 1/(2(z + 1)).
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Vi anvander standardutvecklingarna
2
cost =1-— % + O(z%),

23
sinx =z — 3 +0(2°),

ger
cos rsin(2z) = <1 - %2 + O(m4)> <2x - @ + O(xs)) =2z — %Id +0(2°)
och darmed coszsin(2) — 22 7 )
3 =—§+O(:c)—>—— (z —0)
Svar: —7/3.

(a) Beskriv hur man i MATLAB loser ett linjart ekvationssysteoch ge sedan den kod som behdvs for att l6sa nedansta-

91+ 4xo+ 3+ Txy = 11
r1+ 1220+ 2lz3+ 3x4 19
—4x1+ 1322+ 20x3+ 8xy 1
2x1+ bxro+ 3xs+ —x4= 14

(b) Beskriv hur man i MATLAB med hjélp av ode45 kan |6sa diffeialekvationen
Y =ay® + vz, y(0) =1
paintervalle < z < 1. Skriv ner de funktionsfiler du behéver och ge ocks&d kommariitattt plotta I6sningen.

ende ekvationssystery.

(@ A=1[941711221 3;-4 13 20 8;2 53 —1];
B =[11;18;1;14];
rref([A B))
Pa detta satt kan man se om det finns losningar och i s& fall Bagan Vid entydig 16sning
star denna i kolumnen langst till hoger, om o&ndligt mangm #an i stort sett avlasa en
parameterldésning ur matrisen, om I6sning saknas, finnggdement i kolumnen langst till
hdger.
Om man i stéllet skriver
A\B
sa far man lésningen om den ar entydig, vilket med storstaddikhet ar fallet i vart exempel
(A kvadratisk).



(b) Tillverka forst en ode-fil:

function f=uppg5b(x,y)
f=x.*y."2+sqrt (x);

Kor ode-lésaren med t-intervallet [0,1] och begynnelsdeti.:
[ x, y] =ode45( @ppg5b, [0, 1], 1)

Rita I6sningskurvan:
pl ot (x,y)

6. P& en 6 har minkar lyckats etablera sig. Biologer bedémer atilationens utveckling kan beskrivas med differentialekva

tioneny’(t) = Ay(t)(1000 — y(t)), dary(t) &r antalet minkar efter &r ochA &r en obekant konstant. Ar 200 4 beréknas
antalet minkar till 200 stycken och &r 2005 till 250 styckenir hanga minkar forvantar man sig att finna ar 2006?

Ekvationen &r separabel:

/ o . dy o /
VO = A0 —y(t) [ —a [
Integralen i vanster led beraknas genom partialbraksupingdg ger

1 ‘ Y

1 = At +C.
1000 1000—y’ +C

Vi véljer t = 0 till &r 2004. Insattning av = 0 ochy = 100 ger 1000C' = In(1/9) = —21In(3).
Insattning av = 1, y = 250 ger sedani000A = In 3, s& ekvationen kan skrivas

Y

In|—2o—
1000 — y
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Insattning av = 2 gery = 1000 — y, dvsy = 500.
Svar: y = 500.

7. Ett konstverk har formen av ett solitt halvklot med radlieter, som ligger med den flata ytan mot marken. Det &r tillverkat
av ett plastmaterial sddant att densiteten pa hajdereter dver marken &r + h kg/m?. Berakna klotets totala massa.

Vi tanker oss att vi delar in konstverket i tunna skivor pkeléd med marken. Varje skiva approxime-
ras sedan med en cylinder med konstant densitet.

En skiva pa hojden meter 6ver marken och med tjocklekén kan approximeras med en cylinder
med radier = v/1 — 22 och hojdenh = dz. Denna har volymemr?h = 7(1 — 22) dx och alltsd
massanr(1+z)(1 — x?) dz. “Pa vanligt satt” (dvs strangt taget genom satsen om Rieswanmor)
fas totala massan genom att integrera detta uttryck ouef@iékommande-varden, ger

1
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/ (1 +2)(1—a?)de = —.
0 12

Svar: Massan ai 17 /12 kg.

8. (a) Formulera entydighetssatsen for Maclaurinutveckling@ Beraknayf (101 (0), dar f (z) = fox et dt.

For (a), se laroboken Sats 8.4. ,
For (b) observerar vi forst att integralkalkylens huvudsgrf’ () = e*”. Standardutvecklingen for

e® ger da
100

/ _ LT 102
flle)=1+ —1-50! + O(x™™).
Enligt del (a) ar koefficienten framfar'® (i vart fall 1/50!) i en séddan utveckling nodvandigtvis
lika med vansterledets0:e derivata D (i vart fall £(1°V)(0)) delat med100!.
Svar: f(lol)(()) = 100!/50! = 3068518756254966037202730459529469739228459721684688959
447786986982158958772355072000000000000.



