LOSNINGSFORSLAG TENTA 2022-06-08

1. (a) f har den naturliga definitionsmingden (—oco, —v/8) U (v/8,00) och kan pa denna
mingden skrivas som sammansittningen g o h med h(z) = 22 — 8 och g(x) = /z. Da
h, g ar elementédra funktioner som vi vet ar deriverbara godtyckligt manga ganger pa sina
respektive definitionsméngder sa siger kedjeregeln att ocksa f &r deriverbar pa hela sin
definitionsméngd och

f'(@) = (goh)(z) =g (h(z)H (z) = 2\/1;782$ _ \/%fs

Med 7(z) = z har vi alltsa att f'(z) = ;((i) Kvotregeln och uttrycken for f, f' ger oss

" r\/ () f(x) = f'(x)r(z 1-\/&72;——%1’ 8
f (95):<?> (z) = @) }(x)2< "t ): x2—8m :_(x2—8)3/2'
/ € " 8
Svar:f(m):\/ﬁOChf(x):_m

(b) Linjériseringen av f kring 3 ges av L(z) = f(3) + f'(3)(x — 3) (den linjdra funktion
vars graf dr tangenten till funktionsgrafen till f i punkten x = 3). Enligt a) och uttrycket
for f finner vi att f(3) = v/32 -8 =1 och f'(3) = \/?% = 3 sa den sokta linjiriseringen
ges av

L(z) =1+43(x—3) =3z —8.

Nérmevirdet for f(3.05) som ges av linjériseringen &r saledes L(3.05) = 1+ 3(3.05 — 3) =
14+3-0.05=1.15.

Svar: Linjériseringen ges av L(x) = 3z — 8 vilket ger ndrmevirdet 1.15 for f(3.05).
(c) Enligt Taylors sats sa finns det for varje = € [3,3.05] (minst) ett a € [3, 3.05] sadant att

Fa) = £3) + £ -3+ D e g2,

=L(z)=3z—8 enligt b)
Efter att vi flyttat runt termerna och tar absolutbelopp finner vi att

7(@) ~ L(@)| = 317" (@)~ 3]

1
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Med z = 3.05 och fran vart uttryck for f” fran a) finner vi att for nagot « € [3, 3.05] sa att

1 1 8 1 1
3.05) — 1.15] = | f"(a)(3.05 = 3)?| = = ————(0.05) = — ————.
Da vi inte vet vilket tal a € [3,3.05] som gor att detta giller sa vill behover vi finna en
ovre begransning som giller for alla . Genom att notera att funktionen o +—» %oom
ar avtagande for a € [3,3.05] sa uttrycket dr begrinsat ovan av dess véirde i o = 3, d.v.s.
for alla a € [3,3.05] géller det att

1 1 1 1 1
100 (a2 — 8)3/2

100 (32 —8)3/2 ~ 100"

IN

Saledes har vi funnit att

1 1
3.05) —1.15| < — < —
1 ) = 100 50

vilket var det som vi skulle visa.

2. Den forsta integralen &r en generaliserad integral da In(1/z) &r obegrénsad pa intervallet
(0,1] (integranden dr odefinierad i x = 0 och lim, ,g+ In(1/x) = o). For att visa att
integralen &r konvergent och berikna dess virde berdknar vi gransvérdet
1
lim In(1/z)dx.

e—=0t Je

Notera att for varje ¢ > 0 sa &r funktionen z — In(1/z) kontinuerlig och begrénsad pa
[e,1] sa integralen i griansvirdet dr vildefinierad.

Med hjélp av logaritmlagarna och att vi vet en primitiv funktion till In(z) har vi att

1 1
/ In(l/z)dx = —/ In(z)dr = —[zIn(z) — 2]} =1 — e +ln(e).

Sa det sokta gransvirdet ar

1
lim In(1/z)dx = lim (1 —e+¢eln(e)) =1,

e—=0t1 Je e—0t

ddr vi anvéinde oss av standardgriansvirdet lim,_,q+ € In(e) = 0.
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sin(v/1)
Vi

tion. Genom siitta v/t = u(t) och kiinna igen % som 2u/(t) finner vi fran variabelsubstitu-

dt sa anvander vi variabelsubstitu-

For att bestdmma den indefinita integralen /

tion att

[

dt = 2/sin(u(t))u’(t) dt = 2/sin(u) du = —2cos(u) + C = —2cos(Vt) + C.

sin(v/1)
Vit

1
Svar: / In(1/x)dxz =1 och / dt = —2cos(Vt) + C.
0

3. Enligt derivatans definition s& &r en funktion f deriverbar i punkten a om och endast
om gransvardet

L fath) - f(@)
h—0 h
existerar och om sa #r fallet dr grinsviirdet f/(a) derivatan av f i punkten a.

Med f som i uppgiften och a = 0 finner vi att

sin(mh) .
Cfath) - f@ O+ F0) il sin(rh) = In(l+7h)
= =lim ——— =1
s h o h ok 50 hin(1+ 7h)

For att analysera gréansvirdet anviander vi Taylorutveckling av téljare och ndmnare: da
x — 0 har vi att

2
sin(z) =z + O(z®) och In(1+2z)=ux— % + O(23).

Saledes har vi att

sin(wh) —In(1 +7h) (Wh + O(h3)> - <7Th - 7r22h2 + O(h3))

lim = lim

n50 Aln(l+ 7h) ns0 h(wh — =42+ 0%))

-+ O(h)
= lim
A0 wh? — T3 4 O(h)
= 4+Oh)

AN r+O(h) 2

Vi har visat att grédnsvirdet existerar sa f &r deriverbar i 0 och f'(0) = 7.
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4. Vi skriver z pa polir form som z = |z|(cos(arg(z)) + i sin(arg(z))) = |z|e?*8() och soker
|z| och arg(z) sa att ekvationen &r uppfylld. Ekvationen tar da formen
8 = (’z‘eiarg(z))S _ ’Z’86i8arg(z) — 16.
Da argumentet och absolutbeloppet av de tva sidorna ska vara lika innebér det att

|z|® = 16, 0ch
8arg(z) = 2km  for nagot k € Z.

Saledes uppfyller alla l6sningar att |z| = /2 att det finns k € Z sa att arg(z) = %”.
Lat z; vara losningen som motsvarar ett specifikt val av k € Z, d.v.s. z = \/iei%w. Da

e 1 =1 TR — T ger vi att om m = k + 8 har vi att z; = 2,,,. Det finns dérfor 8

stycken olika l6sningar ndmligen
0=v2
i . _ 1 A .
21 = V265 = V/2(cos(m/4) + isin(n/4)) = \@(ﬁ + ﬁ) =1+
zp = V/2e'2 = V/2(cos(/2) + isin(n/2)) = iV2
23 = V26T = V2(cos(3m/4) 4 isin(37/4)) = \/5(—
24 = V2e™ = V/2(cos(n) + isin(n)) = —V/2

2= V26T = V2(cos(5m/4) 4 isin(57/4)) = \/5(—

=)= -1+

I

Sl

1 7 B .
woRv:

2= V2! = V2(cos(3m/2) + isin(37/2)) = —iv2

2 =/2e'T = V2(cos(Tr/4) 4 isin(7Tr/4)) = \/5(\}5 - \}§> =1—1

Svar: Det finns totalt 8 olika losningar, ndmligen:

V2, 1414, V2, —14i, —-V2, —1—i, —ivV2, och 1—i.

5. (a) Differentialekvationen &r en homogen linjir ekvation av andra ordningen med kon-
stanta koefficienter. Vi hittar den allménna 16sningen genom att hitta rétterna till det ka-
rakteristiska polynomet. I vart fall #r det karakteristiska polynomet r2 + 4r +4 = (r + 2)?2
som har en dubbelrot i r = —2. Enligt sats i kursen ges alla 16sningar av differentialekva-
tionen av

y(@) = (Az+ B)e ™
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for konstanter A, B € R. Det aterstar att hitta A, B s& att y(1) = 0 och y/(1) = 7 /e%.

Om y(z) = (Ax+B)e 2 sd dr y(1) = (A+ B)e~2, vilket ger att y(1) = 0 om och endast om
A+ B = 0. Pa liknande vis har vi att ¢/ (z) = (A—24z—2B)e 2* sd y/(1) = (-A—2B)e"2.
Dirav ér y/(1) = 7/e? om och endast om —A — 2B = 7. Vi har de tva linjira ekvationerna
A+ B=0o0och —A—2B =« vars l6sning ges av A = 7 och B = —7. Den sokta l6sningen
ar alltsd y(x) = (mx — 7)e 2 = 7(x — 1)e 2%,

Svar: y(z) = 7(x — 1)e 2%,

(b) Differentialekvationen &r en separabel ekvation av forsta ordningen. Med hjilp av kedje-
2

regeln sa identifierar vi véinsterledet i ekvationen med (@)’ , d.v.s. ekvationen kan skrivas

(3/(:26)2>/ = cos(z)/2.

Genom att integrera bada sidorna har vi diarav att for nagon konstant C' &r

y@p _sin() |

2 2
Fran villkoret att y(0) = 2 finner vi att

+C =C,
vilket innebér att C' = 2.
Vi har visat att for varje = sa loser y(x) ekvationen

y(r)? = sin(z) + 4.

Och saledes dr y(z) = y/sin(x) + 4 eller y(x) = —4/sin(z) + 4, men da den senare har fel

tecken da z = 0 dr det den forsta vi soker.

Svar: y(z) = /sin(z) + 4.

6. Funktionen h &r en kontinuerlig funktion (da det dr en summa av elementéra funktioner)
definierad pa ett slutet begriansat intervall. Enligt sats i kursen sa antar déarfor h bade ett
storsta och minsta vérde.

Da h &r deriverbar pa (0, 27) sa kan dessa virden enligt sats i kursen enbart antas i punkter
t € (0,27) ddr /() = 0 (stationiira punkter) eller i indpunkterna ¢t = 0 och ¢t = 2.

I andpunkterna finner vi att h(0) =1 och h(27) =7 + 1.
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Derivatan av h ges av B'(t) = 1 — sin(t). Stationéra punkter for i uppfyller siledes ek-

vationen 3 — sin(¢) = 0 eller ekvivalent sin(t) = %, vilket innebéir att t = Z + 2km eller
t = 5% + 2km for k € Z. De enda losningarna som ligger i intervallet (0,27) dr de med

k=0,dvs. t=7F ocht= %T. Da b’ ar kontinuerlig och
lm B (t) = 1/2> 0, W(x/2)=—-1/2<0, W(r)=1/2>0
e

har vi féljande teckentabell

t=0|0<t<Z|t=ZF[Z<t<2[t=22[2<t<2r[t=2r
B’ | ej def. + 0 - 0 + ej def.
hi 1 /! hY / m+1
Vi ser att h antar sitt minsta vérde i antingen ¢t = 0 eller ¢t = %” och sitt storsta vérde i

antingen ¢t = ¢ eller t = 2.

I de stationéra punkterna finner vi

)5 oo ()54

Dé\/§<20ch%<1harviatt

T T V3

h(—) S A 1=h(2

5 1 + 5 <+ (2m)
sa h antar som storst vardet m + 1 och detta sker i ¢t = 2.

For att jamfora h(0) och h(57/6) anvinder vi tipset:

5% 50 /3
h<€> = 22— <1=h(0).
5w V3

Saledes &r antar h sitt minsta vérde, 75 — %5° da t = %”.

Svar: h antar bade storsta och minsta viarde. Det storsta véardet dar @ + 1 och antas da

t = 2. Det minsta vardet ar %r — @ som antas da ¢t = %”.

7. Funktionen cosh(x) dr jamn, konvex, strangt avtagande pa (—oo, 0] och stréngt vixande
pa [0,00). Saledes skér de tva kurvorna y = cosh(z) och y = 5/4 varandra enbart i
punkterna (In(2),5/4) och (—1n(2),5/4) (d.v.s. da z = In(2) eller x = —In(2)).

Omradet ser ut som foljer:
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(a) Omradets area ges av integralen

In(2) In(2)
/ (5/4 — cosh(z)) dx = |5z /4 — sinh(m)]

—1In(2) —In(2)

. g In(2) — sinh(In(2)) + sinh(— In(2))
5 | en(2) _ 6—11'1(2) e~ In(2) _ eln(2)

== 2 * 2
5 2-1/2 1/2-2

= —1In(2) —
@) =5
) 3

— 2 ln(2) - 2.
2 =3

Svar: Omradets area ir 5 In(2) — 3 areaenheter.

(b) For att beréikna omradets omkrets behover vi berékna ldngden av kurvan y = cosh(x)
nér z 16per fran — In(2) till In(2) (kurvan som begriansar omradet fran nedan) och lingden
av kurvan y = 5/4 nér x loper fran — In(2) till In(2) (kurvan som begridnsar omradet fran
ovan). Den totala omkretsen #r summan av dessa tva ldngder.

Léngden av linjesegmentet som ges av y = 5/4 och = € [—1n(2),1n(2)] &r sa klart 21n(2).

For att berdkna lingden av den andra kurvan anvénder vi formeln for langden av en kurva
som ges av en funktionsgraf, ndmligen om f: [a,b] — R dr en deriverbar funktion sa ges
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lingden dess graf av integralen

/b I+ f(@)? da.

I vart fall dr f(z) = cosh(z) och a = —In(2) och b = In(2). Da (cosh(x))" = sinh(z) =

T _e— T o .. .. ..
“—— sa ér den sokta lingden

In

(2) In(2)

1+ sinh(z)? dx = / cosh(z) dx
—1In(2) —1In(2)

In(2)

= [sinh(x)}

—1In(2)
eln(2) — e In(2) efln(Z) _ eln(2) 3

2 2 2’

dir vi anviinde oss av den hyperboliska ettan, cosh(x)? — sinh(z)? = 1

Svar: Omradets omkrets ir 21n(2) + 3 lingdenheter.

8. Om vi definierar f(z) = 1 + tan(wz/4)? s& kan vi identifiera summan

5L 1 w(3)) - 30 ()

Jj=

som den Riemannsumma for integralen fol f(z) dx som fas av att dela upp intervallet [0, 1]
i n de lika langa delintervallen [(j — 1)/n,j/n| for j = 1,...,n och utvérdera f i den hogra
dndpunkten pa varje delintervall.

Funktionen f &r en kontinuerlig funktion pa [0, 1] detta foljer da nz/4 € (—n/2,7/2) om
x € [0,1] sa vi undviker diskontinuiteterna av tan. Enligt sats i kursen vet att om en
foljd av Riemannsummor for integralen fol f(x) dx uppfyller att lingden av samtliga delin-
tervall konvergerar mot noll, s& konvergerar f6ljden av Riemannsummor mot integralens
virde. I vart fall &r lingden av samtliga delintervall 1/n vilket gar mot noll néir n gar mot
odndligheten sa satsen séger oss att

n

1 i 2 1 2
lim —(1—|—tan<7r‘7) )z/ (1—|—tan(7m) )dx.
n—o0 £ M 4n 0 4
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For att berdkna gransvirdet aterstar det att berdkna integralen. Da (tan(%))/
tan(%)z) sa galler det att

[ (22 as = A ()] = () -2

1 I\ 2 4
Svar: 1i —(1 " (7)):7'
var ngrgo;n -+ tan in -



