LOSNINGSFORSLAG TENTA 2022-03-17

1. (a) f &r en elementér kombination av deriverbara funktioner (en kvot av sammansétt-
ningar). Da funktionen i ndmnaren aldrig blir noll sa #r f deriverbar. Enligt kvotregeln
och kedjeregeln finner vi efter elementéra forenklingar att

e _ 1)/ ec0s(®) _ (emx _ 1)(ecos(@)y
oy = e e (e
T pCos(T) + Sin($)(67m _ 1)€cos(ac)
e2cos(z)
_(m +sin(z))e™ — sin(x)
- ecos(z) ’

(7 + sin(x))e™ — sin(z)
ecos(z)

Svar: f'(z) =

(b) Enligt analysens huvudsats &r F(y) = [ e’ dt en primitiv funktion till y — e¥” pa varje
intervall dir denna funktionen dr integrerbar. Da y — eV’ sr kontinuerlig pa varje begriansat
intervall ar sa géller det att F' 4r en primitiv pa hela R. Det vill siga, F' vildefinierad pa
hela R och uppfyller dér att F'(y) = ey’

1
1422

Fran att g(z) = F (7 arctan(z)), kedjeregeln och det faktum att (arctan(z)) = finner

V1

72 arctan(z)?

g (z) = F'(marctan(x)) 0 ImQ =T 22

7.[.e7r2 arctan(z)?

Svar: ¢'(x) = 722
(c) Fran (a) och (b) ser vi fran de framtagna formlerna for ¢/, f’ att g, f dr tva ganger deri-
verbara i en omgivning av x = 0 med begrénsade andraderivator. Vidare ger oss uttrycken
for f,g och svaren pa (a) och (b) att f(0) = 0, f/(0) = 7/e och ¢g(0) = 0,4'(0) = 7, sa
enligt Taylors sats &r

f(z) = To+ O(2®) och g(x) =7z + O(z?).

e

Med hjélp av detta kan vi berdkna grénsvérdet

. glz) . mx+0(@?) . a4+ 0(x)
hm —_— = hm — (. = hm —
z—0 (x) z—0 %x —+ 0(1’2) z—0 g + O($)

1

= €.
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Hér forkortade vi i det andra steget med x och anvénde i det sista instdngningssatsen.
Saledes har vi visat det som efterfragades.

For en alternativ 16sning kan man istéllet tillimpa 'Hopitals regel.

2. Den forsta integralen kan berdknas med hjilp av att forst gora substitutionen u =
Vx + 72 och sedan tillimpa partiell integration:

372 u=+vzr+mr2, —x=u’-7?
/ cos(Va +7m?)dr = { dx = 2udu }
0

r=0cu=m z=3rcu=2r

2w
= / cos(u)2u du
" 9 27
= [2u sin(u)}ﬂ7r —/ 2sin(u) du

= [2u sin(u)}iﬂ —[-2 cos(u)]i7T
= 47 sin(27) — 27 sin(7) + 2 cos(27) — 2 cos(7)
=4.

Den andra integralen kan finnas via partialbraksuppdelning.

Vi faktoriserar nimnaren som 22 +4x —5 = (x —1)(x+5). DA vet vi att det finns A, B € R
sadana att
x+2 A B

22 +4x—5 x-1 +m—|—5'
Vi forlinger med 22 + 4z + 5 och finner att

z+2=(x+5A+(x—-1)B

for alla x. Speciellt far vi genom att sdtta in x = 1 att 3 = 6A och genom att sitta in
x = —5 att —3 = —6B, vilket innebér att A = B =1/2.

/ T+ 2 d /(1 1 +1 1 )d
— dx = - - x
x2+4x -5 2x—1 2xz+5

Saledes ar

1 1 1 1
=— | —do+ < [ ——dx
2) -1 2) x+5

Injz—1] In|z+ 5|
= C
2 + 2 +

_ In(|x — 1||z + 5|) Lo— In |22 + 4z — 5| N

5 5 C.
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32 9
2 1 4r —5
Svar:/ cos( w+7r2)dx:4och/2z+d$: n|z” + 4 |+C.

3. Enligt definitionen av kontinuitet sa dr en funktion f kontinuerlig i punkten a ifall
lim,_,, f(z) = f(a). Saledes vill vi visa att vi kan vilja ¢ i uppgiften sa att detta géller
med a = 0.

Genom Taylor’s sats vet vi att
sin(z) =z + O(z®) och log(l+x)=x+O(z*) nirz — 0.

Vi finner att

sin(x) . x4+ 0(2?) . 14+ 0(2?)

Ta50 1+ 0(x)

ilg%f(m) :alclg%) log(1 + x) :xlg%)x+(’)(x2) -

Dérav ar f kontinuerlig i z = 0 om och endast om vi véljer ¢ = 1.

4. (a) Vi borjar med att losa den homogena ekvationen y”(t) + 2y/(t) — 3y(t) = 0. Den
karakteristiska ekvationen dr r2 4 2r — 3 = (r — 1)(r 4+ 3) = 0. Vi har tva olika reella rétter
nidmligen r; = 1 och ro = —3, sa alla l6sningar till den homogena ekvationen ges av

yn(t) = Cret + Coe ™3t for C1,Cy € R.

For att hitta alla 1osningen pa den inhomogena ekvationen sa soker vi en partikuldrlosning.

Da hogerledet ges av 10sin(t) forsoker vi hitta en losning pa formen Asin(t) + B cos(t).
Genom att derivera finner vi att

(Asin(t) + Bcos(t))” + 2(Asin(t) + Bcos(t)) — 3(Asin(t) + B cos(t))
= (—Asin(t) — Bcos(t)) + 2(Acos(t) — Bsin(t)) — 3(Asin(t) + Bcos(t))
=sin(t)(—A — 2B — 3A4) + cos(t)(—B +2A — 3B)
=sin(t)(—4A — 2B) + cos(t)(2A — 4B).

Vi hittar darfor en partikulérlésning om vi véljer A, B sa att —4A—2B = 10 och 2A—4B =
0. Genom att 16sa detta linjéra ekvationssystem, finner vi att A = -2, B = —1.

Vi har hittat partikulérlosning, y,(t) = —2sin(t) — cos(t).

Alla 16sningar till ekvationen kan skrivas som summan av en partikuldrlosning och en
16sning till den homogena ekvationen vilket leder oss till foljande svar.

Svar: Den allménna l6sningen till differential ekvationen &r

y(t) = —2sin(t) — cos(t) + Cre’ + Coe™  for C1,Co € R.
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(b) Vi borjar med att 16sa den homogena ekvationen y”(t) +4y(t) = 0. Den karakteristiska
ekvationen &r r? + 4 = 0 med rotterna r; = 24,79 = —2i. Alla losningar till den homogena
ekvationen ges av

yn(t) = Cysin(2t) + Cycos(2t) for C1,Cy € R.

For att hitta alla 16sningen pa den inhomogena ekvationen sa soker vi en partikuléarlosning.

D4 hogerledet ges av 4t2 letar vi en losning pa formen A + Bt + Ct?. Genom att derivera,
finner vi att

(A+ Bt + Ct*)" + 4(A + Bt 4+ Ct?) = (2C) + 4(A + Bt + Ct?)
= 4Ct? + 4Bt +4A + 2C
Vi hittar déarfor en partikuldrlosning om vi viljer A, B, C sa att 4C = 4 och 4B = 0 och

4A+42C =0, vilket ger A = —1/2, B = 0,C = 1. Vi har saledes hittat en partikuldrlosning
yp(t) =t2 —1/2.

Alla I6sningar till ekvationen ges som summan av var partikuldrlésning och en 16sning till
den homogena ekvationen.

Svar: Den allménna l6sningen till differential ekvationen &r

y(t) = t> — 1/2 + Cy sin(2t) + Cycos(2t) for Cp,Cy € R.

5. Vi borjar med att observera att nimnaren kan skrivas om som (2i)® = 2%i% = 25, dér
vi anviinde den definierande egenskapen att i> = —1.

For att forenkla tiljaren skriver vi det komplexa talet v/34i pa polér form. Absolutbeloppet
ges av [v/3 44| = /3 + 1 = 2. For att hitta argumentet séker vi en vinkel 6 sa att

V3+i= 2(2g + %) = 2(cos(f) + isin(f)) = 2¢%.

Vi ser att # = 7/6 uppfyller detta. Sa /3 + i = 2¢7/6,

Vi kan saledes skriva om det komplexa talet i uppgiften som

(\/§+i)10 B (261‘71-/6)10
(20> (20)°
910,i107/6
T2
— _j95,i10m/6
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dér vi anvénde att 1/i = —i. For att skriva detta tal pa rektangulér form behéver vi skriva
om !107/6 Enligt definitionen av den komplexa exponentialfunktionen &r
1 V3.

e0m/6 — cos(lOT“)+i sin(l%ﬂ) = cos(2m—%)+isin(2r—%) = cos(—%)+isin(—%) = 55 b

Darav finner vi slutligen att

10 ,
(\/?2:,35’) = —i25¢M07/6 = —2‘25(% — ‘fz) = —2*V3 — 2% = —16V/3 - 16i.

Svar:

(\/?2;;-)10 = —16V/3 — 16i.

6. (a) Da 22 +1 > 0 for alla x € R s #r den rationella funktionen z ;2121

hela R. Da detsamma giller x — arctan(z) sa dr f deriverbar pa hela R som en summa av
deriverbara funktioner.

deriverbar pa

For att hitta derivatan av f anvénder vi kvotregeln for att beréikna derivatan av den forsta

termen och att (arctan(z)) = ﬁ, detta ger
) x2+1—(x+2)2x+ 1 2?24+ 1-22% — 4z +22+1 2 —4x
xT) = = - .
(22 +1)2 1+ 22 (22 +1)2 (22 +1)2

DA ndmnaren 2 + 1 > 0 for alla € R &r derivatans tecken detsamma som tecknet av
2 — 4. Vi finner att vi har foljande teckentabell

x<1/2 r=1/2 z>1/2
il 0 -
f a 2 + arctan(1/2) N

Svar: f dr vixande pa (—oo,1/2] och avtagande pa [1/2, c0).

(b) Enligt teckentabellen ovan sa har f ett globalt maximum i x = 1/2 med vérdet f(1/2) =
2+arctan(1/2). Da f &r strangt vixande pa (—oo,1/2) och strangt avtagande pa (1/2, c0)
sa antar in f nagot minsta vérde.

Svar: f antar ett storsta virde 2 4+ arctan(1/2) i = 1/2 och antar inget minsta virde.
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(c) Da f #r kontinuerlig (till och med deriverbar) pa hela R sa finns inga vertikala asymp-
toter. Vi behover saledes understka existensen av sneda asymptoter mot oo och —oo.

Mot oo: Om y = kx + m ar en sned asymptot till f mot oo maste k ges av gransvirdet

f(x)

=0

= lim
r—r0Q0

lim = lim
r—o0 I T—00

T+ 2 arctan(x) 142/  arctan(x)

(Gezin* )= Jim (G )
z(x? +1) x 2 +1

dér vi anvinde instdngningssatsen och att arctan dr begransad. Séledes har vi mojligtvis en

horisontell asymptot pa formen y = m mot co. Om sa &r fallet existerar féljande gransvirde

och ger oss virdet pa m,

lim f(z) = lim <x—|—

T—00 T—00 x2

)

( 1+2/2
z+1/z
dér vi igen anvinde insténgningssatsen och det faktum att lim,_, o arctan(z) =
saledes funnit att y = § &r en asymptot till f mot oco.

2
1T arctan(x)) = lim

T—r00

+ arctan(a:)) =

ol N

. Vi har

Mot —oco: Om y = kx + m &r en sned asymptot till f mot —oo maste k ges av grinsvirdet
lim f(z) x4+ 2 arctan(x)) ~ lim (1 +2/x arctan(x)) _o

T (
T——00 I xJI?m x(x2 + 1) o 241 x

T—r—00

dér vi som ovan anvinde att insténgningssatsen och att arctan &r begrénsad. Saledes har
vi mdéjligtvis dven en horisontell asymptot y = m mot —oo. Vi soker ett mojligt virde for
m7

. . T+ 2 . 1+2/2 T
i f(z) = tim (257 o+ axctan(a)) = xk@m(m +arctan(z) ) = —3,
ddr vi igen anvinde instdngningssatsen och att lim; , o arctan(z) = —5. Vi har saledes
funnit att y = —F &r en asymptot till f mot —oo.
Svar: f har asymptoterna y = /2 nir x — oo och y = —7/2 da x — —oc.

(d) I deluppgift (a) har vi visat att f &r vixande pa (—oo, 1/2] och avtagande pa [1/2, 00).
Enligt (b) antar f sitt storsta virde 2 4+ arctan(1/2) i z = 1/2. Kombinerat med asympto-
terna funna i (c) drar vi slutsatsen att virdeméngden for f ges av (—m/2,2+ arctan(1/2)].

Svar: f har virdeméngden (—g, 2+ arctan(%)].

(e) Nedan finns en figur visandes grafen fér f. Som visat i (a) &r funktionen viixande fram
till = 1/2 och avtagande efter detta. Enligt (b) har vi ett globalt maximum i z = 1/2
med virdet 2 + arctan(1/2) ~ 2.5 och inget globalt minimum. Vi har markerat in de tva
asymptoterna funna i (c) och ser att grafen nérmar sig dessa.
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7. Enligt formel i kursen ges volymen av integralen

V:/ W(g(x))de:/ rze ™ dz.
0 0

Denna integralen dr generaliserad da integrationsintervallet 4r obegriansat. Da integranden
ir begrinsad pa hela R sa dr integralen enbart generaliserad av denna anledningen. Vi
visar att integralen &r konvergent genom att explicit studera det motsvarande grénsvérdet
och berdkna dess virde.

Enligt definitionen behover vi beréikna
R

. _ 2
lim mxe ™ dx.
R—o0 0

For ett givet R > 0 kan vi anvinda variabelbytet v = 22 for att berdikna integralen

R —ma? g u =2, du =2z dx
0 mre = r=0cu=0, v=R<u=R?

2 2 2
T R o T e~ U R 1 6—7rR
== e "Mdu=—-|— == — .
0

2 2| w7 |, 2 2
Vi ser att n i
1 d 1
lim rre ™ dr = lim <f _ ¢ ) = _.
Rovoo Jo Rooo\2 2 2

Den generaliserade integralen &r dédrav konvergent och dess virde, och dérav den sotkta

.1
volymen, &r 5.

1
Svar: Volymen &r 3 volymenheter.
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8. Vi soker att anvéinda en kombination av réikneregler for integraler och instdngningssatsen.

Diz+— % ar avtagande pa (0, c0) har vi att for varje z € [n,n+1] sa ér \/nl—ﬂ < % < ﬁ

Eftersom ™ > 0 har vi darfor olikheterna
eTr$ eﬂ'$ ™

<% forallaze [n,n+ 1].

VnFlo vz v

Réknereglerna for integraler ger oss darfor att for Varje n > 1 att

n+1 n+1 er
e dx < — d$ < — e dx.
vn+1 / “Jn /

Integralen som star ldngst till hoger och langst till vanster kan vi berdkna:

n+1 m(n+1) ™
€ — €
/ erdr = —————.
n

s

Déarav kan olikheterna ovan ocksa skrivas som

1 em(n+1) _ omn _ n+1 67rac 1 em(ntl) _ omn
Vn+1 ™ ~Jn f f ™

f

Om vi multiplicera med den positiva faktorn
att for varje n > 1 géller det att

Vn e”—1<\/ﬁ ntl gre e —1
vn+l © ~“en ), Vo T mw

som fanns med i gransvéirdet har vi visat

Fran instangningssatsen och att lim,, s \/% = lim,,—y00 1 sa har vi bevisat att

1
1+1/n

Svar:




