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Varje uppgift ger maximalt 6 podng utom uppgift 1 som kan ge 8 poéng.

1. (a) Ge definitionen av att f(z) dr deriverbar i punkten a.
(b) Formulera produktregeln for derivering.

(c) Bevisa den.

2. Berédkna den generaliserade integralen

/ e Vidy
0

3. Los begynnelsevirdesproblemet

{ v (@) - (@) = o=
y(0) =1

4. Bestam lokala extrempunkter och asymptoter till kurvan

[L’3

2 -3

y pry
och skissera kurvan.

5. Bestdm den allménna l6sningen till differentialekvationen

y'(x) = 3y' () + 2y(x) = €.

Var god vind.



. Berékna gransvérdet

3sin(x) — sin(3z)
z—0 arctan(3x) — 3arctan(x)

Hjalp?: Du far anvinda att Taylorutvecklingen av arctanz av grad

fem ar
3 5

arctan(x) = x — % + % +0(z"),r = 0.

. Skissera det omrade i planet som ges av olikheterna |z| <y < /2 — 22
Berdkna sedan volymen av den kropp som bildas da omradet

(a) roterar kring z-axeln,

(b) roterar kring y-axeln.

. Visa att

T /°° dx
- < — <1.
4 = )y x?4|sinz| —



Forslag till 16sningar,
Analys TMV170/MMGD30 21 mars 2019,

1. Se kurslitteraturen

2.
Y Vg, Ve, =t? dr = 2tdt
O — O 00 = 00
_ 9 te*t g — partiell
integration
=2 (—te_t - +/ e_tdt) =2 <—e_t oo) =2.
0 0 0
3. Eftersom
T 1 1
— dr = —=In(1 %) = In(——
/ 1+a2 2n( +z) n(\/1+x2)

ar den integrerande faktorn

eln(l/\/1+12) _ 1 ]
V1+ 2?2
Vi far
y(x) \ 1
V1+ 22 1422’
och
y()
—~—~ _ = arctanx + C .
V1+ 22

Sétter vi o = 0 far vi C' = arctan0 + C' = y(0) = 1, och slutligen

y(x) = V14 22(1 + arctan ) .

4. Funktionen




ar definierad da = # 4+/3. Derivering ger

fla) ==

Vi far foljande teckentabell:

2?(x — 3)(z + 3)

(z —V3)(z +V/3)

z -3 —V/3 0 V3 3
4+ 0 [——[ ¢ [—=] 0 [==T¢g|[—=10 [+~
def. def.
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Eftersom lim, ,, s |f(2)| = +oc dr linjerna z = v/3 och = —/3 lod-
rita asymptoter. Mer precist har vilim,_, 5. f(z) = +o0,lim,_, 5_ f(z) =
—oo, lim, , 5. f(x) =+ocochlim,_, 5 f(x)=—oc.

Division ger

fz) =

T+

2—3 2 —3

sa f(x) —x — 0, x — £o00 och alltsa &r linjen y = x en sned asymptot.
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5. Den homogena ekvationen y; — 3y; + 2y, = 0 har den karakteristis-
ka ekvationen 72 — 3r +2 = 0 med rotterna r = 1 och r = 2. Sa
homogenlosningen Ar

yh($> = Clex + 02621 .




For att bestdmma en partikuldrlosning till y — 3y, + 2y, = e*, ob-
serverar vi att vi har resonans, dvs. att hogerledet e* ingar i homo-
genldsningen. Sa vi ansitter y,(r) = Awze® och far y,(z) = Az + 1)e”
Yy, (r) = A(z+2)e”. Detta ger Ae®(r+2—3(z+1)+27) = ¥, —Ae® = e”
och A = —1. Alltsa r y,(z) = —ze” en partikulérlosning.

Den allménna 16sningen &ar
y(x) = yu(z) + yp(7) = (C) — )" + Che®” .
. Taylorutvecklingen av sint dr sint =t — £* + O(t°), t — 0. Sa

3sin(z) — sin(3z) =

1 9
3z — 5:63 — (3z — 51:3) +0(2°) = 42° + O(2®), 1 = 0 .

Med hjalp av Hjalp? far vi pa liknande sétt att

arctan(3x) — 3arctan(x) =
1
3z — 92° — 3(x — §$3) +0(z2°) = =82 + O(2°), = = 0.
Vi far
3sin(x) — sin(3x)

arctan(3r) — 3arctan(z)

4234+ 0(2®) 44 0(2?) 4+0 _ 1o
—823+O0(z%)  —-8+0(22) "~ —-8+0 2 '

. Omradet ar en kvartscirkel kring origo med radien 2 kring positiva
y-axeln.

(a) Vianvénder skivformeln. Nar omradet roterar kring x-axeln bildas
cirkelringar med inre radie |z| och yttre radie v/2 — z2. Sa arean
ar A(z) = 7(2 — 2% — |z|?) = 27(1 — 2?). S& volymen blir

1
V= 27r/ 1 — 2%dr = (jamn integrand)
-1

1
1

:47r/ 1—2*de =4n(1— =)= — .

0 3



(b) Nér omradet roterar kring y-axeln har "skalet mellan  och x+dz”
hojden v/2 — 22 — x och volymen 27x(v/2 — 22 — z)dz. Integration

ger

1
V= 2#/ (2V2 — 22 — 2*)dx
0

S (—1(2—;&)3/2;—%)
:§n<2\/§—1—1>:§ﬂ<\/§—1> -

8. Eftersom 0 < |sinz| < 1 géller 2? < 2% + |sinz| < 2* + 1 och

1 1 1

2241~ 22+ [sing| = a2

Nu giller

/°° dx ©
5 :arctanx‘ = — —
1 o +1 2

vilket bevisar den vanstra olikheten.
Den hogra olikheten foljer eftersom

/‘X’dx_ 1
R

=1.
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