MATEMATIK Datum: 2022-01-05. Tid: eftermiddag (kl. 14:00-18:00)
Chalmers Inga hjilpmedel ér tillatna. Telefoner &r forbjudna.
Tentamen telefonvakt - Alexey Geynts, 0731431174

Examinator: Alexey Geynts,

Tenta i MVES585/TMV157 i Inledande matematik

Tips: Borja losa uppgifter frain den som verkar vara ldttats, ta sedan den som kénns vara
néist ldttast o.s.v.

Till foljande uppgifter (a) till (f) skall kortfattade losningar inlimnas. De ger totalt 16
poéang.

1. (a) Beriikna foljande grénsvirden: (3p)
V1422 -1
(i) lim ————
z—0 xT

Losning. Uttrycket som vi undersoker hir ér av typ [8] . Vi forsoker tillimpa L’Hopitals
regel.

LWITR 1) = e 6 =2

Svar: }EILI(I) = = 2
@nhm(V1+x+x%—@

Losning. Uttrycket som vi undersoker héir ér av typ [co — oo].

Vi loser det med att forst multiplicera och dela uttrycket (\/ 1+x+ 22— :E) med dess kon-
jugat (\/ l+z+22+ x) och forenklar resultatet. Sedan delar vi tdljaren och ndmnaren
med x och beriknar gransvirdet.

: ([ (Vi+o+22—2)(Vi+ta+a?+a)
2 _ —
Jim (Vsa s ‘”)_35130( Vet ita)

. 1+x+4 22 —2? . l1+z . 1z +1
= lim = lim = lim
e \(Irata?+a) ) o= \(Viver e +0)) o=\ (/s ar1+1)

_ 041
VOF0+1+1

Svar: lim, ., (\/1 +r+a2— x) = %

(b) Bestdm samtliga losningar till ekvationssystemet. (4p)

= %, eftersom 1/91:2 — 0, och 1/x —~0da z — oo.

$1—4l’2+3l’3:5
2%1—71’24‘21’3:3
3I1—8$2+4£L'3:9
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Losning. Vi anviinder Gauss elimination for systemets matris A= | 2 -7 2 3 | for

att fa fram en ekvivalent trappstegsmatris:
(2 =7 2 3]-2[1 -4 35]=[01 —4 7]
[3 8 4 9]-3[1 -4 35]=[04 -5 —6]

1 —4 35 1 -4 3 5
2 -723|=1{0 1 -4 -7|=
3 849 0 4 -5 —6
[04 =5 —6]—-4[0 1 —4 —7]=[0 0 11 22|
1 -4 3 5 1 -4 3 5
(0 1 -4 —7|=1]0 1 -4 -7
0 0 11 22 00 1 2

Gauss - Jordans bakatelimination for att fa fram en reducerad trappstegsmatris:
(01 =4 =7T]—(=4[0 0 1 2]=[0 10 1];
[1 -4 3 5]-3[0012]=[1 —-40 —1];

1 -4 0 -1 1003
— |0 1 0 1 [=|0101

0 0 1 2 0012
[1 -4 0 -1]—-(-4[0 10 1]=[100 3]

Svar. Ekvationssystemet har en entydig 16sning (3, 1, 2).

(c) Bestdm om vinkeln mellan vektorer u = G- 27 +5% och @ =27 — 37 2%

ar spetsig eller trubbig. (1p)

Losning. Om cos(f) > 0 sa ér 0 < # < 7 en spetsig vinkel: 0 < 6 < 7/2, och om
cos(f) < 0 sa &r 6 en trubbig vinkel: 7/2 < § < 7. Detta medfor att vinkeln § mellan
vektorer u och W #r spetsig i fall skaliira produkten u - w > 0 och &r trubbig i fall

W - w < 0 eftersom W - W = || |w]cos(h).

1 2
weow=| 2| =3|=0)02)+(-2)(-3)+B)(-2)=2+6—-10=-2<0
5 -2
Svar. Vinkeln § mellan vektorer @ och w i#r trubbig eftersom || |w| cos(d) < 0.
(d) Bestédm definitionsméngden och virdemingden av funktionen g(z) = (/arcsin(z).
Visa att den #r inverterbar. (3p)

Losning. Definitionsméngden till arcsin ér [—1, 1], viirdeméingden for arcsin &r [-7/2, 7/2].
arcsin(z) < 0 for x € [—1,0) och arcsin(x) > 0 for x € [0, 1].

Virden av arcsin(z) for x € [0, 1] utgor intervallet [0, /2]

Definitionsméingden till /- ar [0, 00). Detta tillsammans med egenskaper till arcsin ovan,

medfor att definitionsméngden till g(z) = /arcsin(z) dr [0, 1].

Viardeméingden till g(x) bestar av de viirden som y/arcsin(z) antar for x € [0, 1], eller
de virden som ,/y antar for y € [0,7/2]. Det betyder att virdemingden till g(x) &r
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intervallet |0, /7/ 2]. Funktionen ¢g(z) = y/arcsin(z) dr inverterbar eftersom den &r en

sammansatt funktion av tvad monotont vixande funktioner arcsin och v och &r darfor
monoton sjélva.

Svar. Virdeméngden till g(z) &r intervallet [O Vi ] ) ér inverterbar eftersom den

ar en monoton funktion.

(e) Bestiim tangentlinjen till kurvan med ekvationen 22/® 4+ y?/® = 1 i punkten (o, o)

3

1 3/2
dér zp = 3 och yp = (1> . (3p)

Losning.
Vi beriiknar implicit derivata av y med avseende pa x fran ekvationen for kurvan: 2%/3 +

=1

2 2
gx—1/3+§y—1/3y/($) — 0

.I'_l/?) +y_1/3y'(x) — 0
2-1/3 y1/3
/ _ _
Yy (x) T y*1/3 rl/3
1/3
1/3 ((%)3/2) /
/(fE ) — yO —_ _
Y (o 1/3 1\1/3
7o (3)

3\1/2
(1) _ _g\/g:_\/g

Lutningen av tangentlinjen i punkten (o, o) &r m = —/3.

Svar. Ekvationen for tangentlinjen i punkten pa linjen dér x = xg = % ar:
3/2
v= ol =) = ()7 = VB (- )

3
Vi kan forenkla det uttrycket vidare : y = <\/§)+\/§ — 3z =

3+1)\f \/—x _ f \/_:C

Svar. Ekvationen foér tangentlinjen i givna punkten &r y = ﬁ — 3z,




(f) Beriikna derivatan till funktionen f(z) = arctan(z?) sin(2z) (2p)

Losning.

L (arctan(z?) sin(2z)) = sin(2z) L (arctan(z?)) + arctan(z?)-L (sin(2z))
4 (arctan(z?)) = xfil; 4 (sin(2z)) = 2 cos 2a;

4 (arctan(z?) sin(2z)) = sin(?x)xf—il + arctan(z?)2 cos (2x)

Till foljande uppgifter skall fullstéindiga losningar inlimnas. Endast svar ger inga
poing.

. (a) Bestdm minimala avstandet mellan punkten (2, —1,0) och linjen given med ekvationer

pa normal form: 4 = 3 = =21, (4p)

Losning. Minimala avstandet s mellan en punkt med ortsvektorn 7 och en linje genom
punkten med ortsvektorn 77 och med riktningsvektorn @ kan beriiknas med formeln:

1
s = (11 = 70) X V| =
|Vl
4 2 3
m=| 3= -1|;v=1]4]|,|7|=vV3+42+22=29
1 0 2
4 2 2
m—ro=|-3|-|-1]=] -2
1 0 1
[ 2 3 7T
(Fl—T) x0T =] -2 |x|4|=det| 2 -2 1 |=
1 2 3 4 2
— -2 1] — 2 — 2 -2 — -8
= 1 det — j det + k det =—81—1j+14k =] -1
4 2 3 2 3 4
- 14
—8
(7] —71g) x U] =] =1 || =64 +1+196 =v/261
14

Svar. s = %:\/523.

(b) Skriv en ekvation foér planet som gar genom skéirningslinjen av planen med ekvationer
dr —y+32—1=0o0ch z+5y—2+2=0, och genom punkten (1,1,1).

Tips. Anvind konstruktionen med pencil of planes (knippe plan pa svenska) (4p)
Losning. Vi betraktar en ekvation for olika plan genom skiirningslinjen av tva givna
plan. Den ekvationen heter pencil of planes pa engelska.

(dr—y+3z—1)+AX(x+5y—2+2)=0

Den ekvationen framstéller alla plan genom den skiirningslinjen férutom planet

r+oy—z+2=0.



Vi soker ett viirde for A sadant att ekvationen ovan ger planet genom punkten (1,1,1)
och givna skiirningslinjen. Sétt in (z,y,2) = (1,1, 1) i ekvationen for pencil of planes och
16s ut A :

(4-1-143-1-1)+AX(14+5-1-1+2)=7TA+5=0
Detta ger A = —5/7 och planet med ekvationen
(Adr—y+32—1)+(=5/T)(z+by—2+2)=0
Det ér lampligt att multiplicera ekvationen med 7 for att fa ett snyggare uttryck.
T(dr—y+32—1)+(=5)(x+by —2z+2) =23z — 32y + 26z —17=0
Svar. 23z — 32y + 26z — 17 =0
. Betrakta funktionen g¢(z) = +/re™*

(a) Bestdm dess definitionsmingd, kritiska punkter, singulidra punkter, lokala extrem-
punkter, intervall dér funktionen &r viixande och avtagande, globalt maximum och globalt

minimum (om de existerar). (3p)
(b) Bestdm bojningspunkter (inflection points), och de intervall dér funktionen &ér konvex
och konkav. (3p)
(c) Rita en skiss av grafen till funktionen. (2p)
Losning.

(a)) Definitionsméingden D (g) = [0, 00) eftersom /x #r odefinierad for negativa .

g ar kontinuerlig som produkt av tva kontinuerliga funktioner.

£ (Ve = dher = vae T = (1-0) () %

x =0 &r en smgular punkt eftersom derivatan dr odefinierad, men funktionen &r kontin-
uerlig.

Det finns en kritisk punkt = 1/2. Derivatan éndrar tecken i den punkten fran plus till
minus.

Detta medfor att funktionen ¢ far ett lokalt maximum i den punkten. Funktionen &r
viixande pa intervallet [0,1/2) och #r avtagande pa intervallet (1/2, 00).

lim, .., v/ze™® = 0 enligt egenskaper hos exponentfunktionen. Detta medfor att g har
ett globalt maximum i z = 1/2.

Funktionen g har ett globalt minimum 0 i rand och singuldrpunkten x = 0.

(b) Vi beriiknar andra derivatan: L, (y/ze ) = £ < Lle—z \/_e_’f) =L (17122 — g1/2e77) =

2

! (_%) ~3/2¢=0 _ 13-1/2¢-0 _ %x—1/2e—w _ (_Il/Qe—x) = ian (-l —da+42°) (e") =

4 3/2(4$ —4r —1)(e™™)

Andra derivatan &r noll i de punkter déir 42? —4x—1 = 0. Losningar till den ekvationen ér:
xr, = %\/5 + % och z9 = 5 — —\/_ 2 < 0. Andra roten x5 ligger utanfor definitionsméngden.
d"(z) < 0 for = € (0, xl) dar g ar konkav, och d’(z) > 0 for = € (x1,00) dér g &r
konvex. Punkten x; &r en bojningspunkt.

(c) Grafen till \/ze™*:



H/2

4. Bestdm radien av den cylindern inskriven i en sfir med radien R, som har maximala
mojliga volumen. Berdkna den volumen. (6p)

Losning. Vi betraktar sfiren med centrum i origo och radien R.Vi betraktar ocksa en
inskriven cylinder med héjden H. Pythagorsatsen medfor att cylinderns radie r maste

satisfiera relationen
H\?
(5) +r 2 = R2

Volumen av den cylindern &r lika med V = 7r?H
Vi uttrycker H i termer av r:

H=2VR?—r2
Detta ger ett uttryck av cylinderns volum i termer av r.

V(r) = 2nr*VR? — r?

Viérdena r = 0 och » = R svarar mot volum V' = 0 med en o#ndligt tunn cylinder och en
helt flat cylinder. Det &r ett naturligt minimum av volumen.

Vi soker radien r av cylindern sadan att volumen #r maximal.

3
iV(T) = 4 (27rr2\/ R? — 7“2> = 4nrv R? —r? — I
dr dr R2 — 2

Vi adderar dessa tva uttryck och far:

iV(T‘) =27 (2R* — 3r?)

dr RZ _ 2



Funktionen V'(r) har tva kritiska punkter: m = 0, ry = \/gR. Derivatan dr positiv for
rE (O, \/gR) och #r negativ for r € <\/gR, R). Radien r = R &r en singulér punkt for
V(r).

Detta medfor svaret:

Svar: Volumen V' (r) av inskriven cylinder har ett globalt maximum i r = \/gR. Maxi-

mala mgjliga volumen &r

2 2 4 1
Vinax = 2m=R*{/ R2 — ZR? = —\ﬁ 3
T3 3 T3\ 3t

. Bestédm definitionsméngden och alla asymptoter till grafen av funktionen

228 -3 —x+3
N x?2—x '

/()

Skissa grovt funktionens graf och dess asymptoter. (6p)
Losning.

Némnaren har tva rotter: z = 0 och # = 1. Detta medfor att D(f) hela reella axeln
forutom punkterna x =0 och = = 1.

Detta ger tva lodrita asymptoter z = 0 och x = 1.

Ni#mnaren 22 — x har grafen

som illustrerar att 0 < 22 —z for x < 0, 22 —2x < 0for 0 < 2 < 1 och 0 < 22 — z for
1 <.

Téljaren 22 — 322 — 2 +3|,_,=3>0, 22° - 32> —2x+3|,_, =1>0.

Detta medfor att lim, _.o_ f(z) = oo; lim, o+ f(z) = —o0; lim, 1 f(z) = —o0; lim,_14 f(x) =
00.

Det finns en sned asymptot y = ax + b till funktionen da x — +oo eftersom téljaren har
graden 3 och ndmnaren har graden 2.

[z

T 2 373 2_ 3
T) = lim,,_, 4, 22307 —w+3

223 —3x2—x+3 __ 2
z(x2—1x) o

a = hmmﬂ:l:oo = hm:ca:l:oo 2322
2x3—312—x+3—2x(r2—m)

2.Z‘3 —3$2 —1‘+3
ar 2 ou S TY 2 5
re—x

x2—2x

b=1lim, 1o (f(x) —az) =lim, 10 = lim, 4o =

23 —3x2 —x+3—223 222

—a2—z+3 __
z2—x =-1

- hmx—d:oo 22—

hmx—d:oo

Sneda asymptoten till funktionen f har ekvationen y = 2x—1. Grafen ser ut som foljande
figur:



25T
o K/

-257

50

6. (a) Ange definitionen for en kontinuerlig funktion. (1p)

(b) Formulera och bevisa satsen om att en funktion deriverbar i en punkt a méaste vara

kontinuerlig i den punkten. (5p)
Lésning.

(a) Definition. En funktion f definierad i punkten a och runt den punkten &r kontinuerlig
i punkten a i fall lim,_, f(x) existerar och lim, ., f(z) = f(a).

(b) Sats. Om funktionen f #r deriverbar i punkten xg, si ér den kontinuerlig i punkten
Zg-

Bevis. Derivatans definition medfor att féljande griansvirden existerar:

lim f(xo+h) — f(xo)

h—0 h

= f'(20)

oo @) = flw)

T—I0 T — 2o

= ['(20)

Vi betraktar foljande griansvirde.

lim (f(x) — f(z0)) =777

1‘*)10

Om det ar lika med noll:
lim (f(z) — f(20)) =0

Tz
dr det ekvivalent med att lim, ., f(7) = f(zo) och att f &r kontinuerlig enligt definitionen.

Vi tillimpar multiplikationsegenskaper for grinsviirden i forsta steget och derivatans defin-
ition i andra steget:

L I R R
@ =) (oY
(”flg?o (z — @0) )(“1_’””0( 0))
f’(l‘o)'o = 0
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Detta medfor genom additionsregeln for grinsvirden att

lim (f()) = lim (f(2) - f(wo) + lim f(x0) = f(x0)

T T Tz
Det betyder enligt definitionen att funktionen f #r kontinuerlig.

[ |

Maxpoang pa tentan &r 50.

Betyggrinser for poing pa tentamen, inklusive eventuella bonuspoéng &r: 3: 20; 4: 30;
: 40.

Losningar léiggs ut pa kursens sida i Canvas. Resultat meddelas via Ladok.



