MATEMATIK Datum: 2021-10-28. Tid: fosrmiddag (kl. 8:30-12:30)
Chalmers inga hjélpmedel ér tillatna.

Tentamen telefonvakt - Alexey Geynts, 0731431174
Examinator: Alexey Geynts,

Losningsforslag till tenta i MVE585/TMV157 i Inledande matematik

Tips: Borja losa uppgifter fran den som verkar vara léttats, ta sedan den som kénns vara
ndst ldttast o.s.v.

Till foljande uppgifter (a) till (f) skall kortfattade losningar inlimnas. De ger totalt 16
poéang.

1. (a) Beriikna foljande grénsvirden:

Losning. (3p)
1 1
(i) i @) gy ()2 1, (mw) 1
20 tan(222) 2—0 < 1 43:) 2 2—0 ( 1 ) 2
cos?(2z2) cos?(2x2)

e\ e 1 . 1\2 . 1\\ 2 stan dartgrinsvirde o

(ii) hr% (14 2z)s = 111% <(1 + Zx)%) = (1111% ((1 + 2x) 290)) = e
Standarta gransvirdet berdknas som : lim, g ((1 + y)%> = lim, o exp (W) =

' Hopita T

= exp (hfny—»o <w>) R (limy_,o (”Ty)) =exp(l) =e.
Det givna grinsviirdet kunde ocksa beriknas direkt pa samma sétt.
(b) Bestdm samtliga 1osningar till ekvationssystemet. (4p)

25(71 + 3562 + 5$3 =12
xr1 — 4%2 + 3.733 =—-22
31‘1-1’2—21‘3:0

Losning. Utvidgade matrisen till systemet reduceras till trappstegmatrisen genom Gauss
och Gauss-Jordan elimination :

2 3 5 12 1 —4 3 =22 1 -4 3 =22

1 4 3 -2|=|(0 11 -1 56 |= |0 1 -1 6

3 -1 =2 0 0 11 —-11 66 0 11 -1 56
1 -4 3 =22 1 -4 3 =22

= |0 1 -1 6| =10 1 -1 6 | =

0 0 10 -10 o 0 1 -1

1 -4 0 -19 100 1

0 10 5(=1]1010 5

0 0 1 -1 001 -1

Systemet har en entydig l6sning: (1,5, —1)
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H
(c) Beriikna skaliira projektionen av vektorn u = 27 + 47) — 3k pa vektorn

W=-27+2; + k. (2p)
1
Lésning. Projektionen ér: p = u - w (ﬁ) :
w
2 -2
U W = 4 - 2 | =1; |w|=+22+22+ 12 = 3. Projektionen éirP:%.
-3 1
(d) Bestém definitionsméngden och virdemingden av funktionen g(x) = In(arctan(z)).
Visa att den ér inverterbar. (2p)

Losning. Definitionsméngden ér D(g) = (0,00) eftersom arctan(z) < 0 for z < 0 och
In(x) #r odefinierad for x < 0.

lim, . arctan(z) = 7/2. Detta medfor att lim, . g(x) = In(7/2).

lim, .o arctan(z) = 0. Detta medfor att lim, .oy g(z) = —oo. Virdemingden av g #r
intervallet R(g) = (—o0,In(7w/2)).

g(x) &r en monoton véixande funktion eftersom den &ér en sammanséttning av tvd monotona
funktioner och dr dérfor inverterbar.

1
(e) Bestdm tangentlinjen till kurvan 22+ (arctan(y))® = (’{—; + i) i punkten (5, 1). (3p)

Y ' ' ' 4
0 02505 0741 12515

L6sning. Vi beriiknar derivatan av kurvans ekvation med en implicit funktion y = y(x) :

1

2x 4 2 arctan(y(x)) ) y'(z) = 0. Sétt in koordinater av punkten (z,y(z)) = (3, 1).

1+y2(z)
21 +2arctan(1)—1/(x) = 0, eller 1+arctan(1)y’ e 0, ¢ BN__ =t =
2 1+l 7 2 ’ 2 arctan(1) 7w~
Det #r tangentens lutning i punkten (3,1).
Ekvationen for tangentlinjen #r:
4
=1——(z—-1/2).
y=1- 212
(f) Beréikna derivatan till funktionen f(z) = sin?(z)e®® (2p)

d
Losning. . (sinQ(x)eCOS(x)) = 2sin(z) cos(z)e“@ + sin?(z)e®® (- sin(x)) =
x

= (sin(2z) — sin®(x)) ecos(@),



Till foljande uppgifter skall fullstdndiga losningar inlimnas. Endast svar ger inga
poing.

. (a) Bestdm minimala avstandet mellan punkten (1, —1, 1) och linjen given med ekvationer

pa normal form: %‘2 = %12 = ZT_l (4p)

Losning. Minimala avstandet s mellan en punkt med ortsvektorn 7 och en linje genom
punkt 77 med riktningsvektorn @ kan beriiknas med formeln:

1
8:’(7“_1)—7’_()>)X?’j
V|
2 1 2 1 2
(71 —T9) X U = -2 | = -1 x| -1 | = -1 x| -1 | =
1 1 2 0 2
- = =
t j k — =
= det 1 —1 0| =-2i =27 + k;
2 -1 2

(71 —To) x V| =vV2+ 2412 =9 =3 |7]|=+v2+12+22 =9 =23 Sokta
avstandet dr s = 2 = 1.

(b) Skriv en ekvation for planet som gar genom punkten (2,1,3) och utgor likadana
vinklar med alla basvektorer 7, ?, ? Berikna minimala avstandet fran det planet till
origo. (4p)
Losning.

— = —

Planet som utgor likadana vinklar med alla basvektorer ¢, j, k maste ha normalen
. som ocksé utgor likadana vinklar med alla basvektorer. Detta medfér att normalens
skaldra projektioner pa alla koordinataxlar som &r faktiskt normalens komponenter &r
likadana. Lingden av normalen spelar ingen roll sa vi kan vilja normalens komponenter

alla lika med 1 (eller —1):
=i+ + k| W =VETEFE =13

Detta medfor att planets ekvation &r
(lz—=2)+1(y—1)+1(—3)=0

Avstandet mellan planet Ax+By+Bz—D = 0 och origo ér likamed s = |D| /v A2 + B2 + C2.
I vart konkreta fall

s:|(o—2)+(o—1)+(o—3>y/|ﬁ|:%:2\/5

2

. Betrakta funktionen g¢(z) = +/ze ™.
Losning.

(a) Bestdm dess definitionsméngd, kritiska punkter, singuléra punkter, lokala extrem-
punkter, globalt maximum och globalt minimum (om de existerar). (3p)
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D(g) = [0, 00).

4 (ﬁe*12> = ﬁe*‘ﬁ — 23277 = —12_\%2 e = ﬁi (1—22) (1+2x)e 0

Singulér punkt x; = 0. Kritiska punkten inom definitionsméngden &ér zo = %
Derivatan ¢'(z) &ér positiv for 0 < x < 1/2 och #r negativ for x > 1/2. Funktionen #r
da véixande pa intervallet [0, 1/2) och #r avtagande pé intervallet (1/2,00). Detta gor att

funktionen g har ett localt maximum i xs.

lim, .., g(x) = 0. g(0) = 0.Detta medfor att funktionen g har ett globalt minimum noll i
singuliira randpunkten z; = 0 och ett globalt maximum i xs = 1/2.

Jmax = \/ 1/26_1/4

(b) Bestédm bojningspunkter (inflection points), och de intervall dér funktionen #r konvex
och konkav. (3p)

% (ﬁe‘x2) =4 (ﬁge_g‘*’2 — 2x3/26_752> = —43%36_””2—\/Ee_g‘*’2 —3y/me " 4452 =
— ¢4 (—4%2 AT 43:5/2) - ?: (162* — 1622 — 1) =0

Vi siitter y = 22 > 0 och loser ekvationen 16y? — 16y — 1 = 0. Den har rotter

Y1 = %1\/5 + % > (0 och y» = —i\/g + % < 0. Bara y; ingar i definitionsméngden och ger
en bojningspunkt xs = 4/ }l\/g + % dér andra derivatan dndrar tecken. Funktionen ¢ &r
konvex for 0 < x < x3 och dr konkav for x3 < z.

(c) Rita en skiss av grafen till funktionen. (2p)

05T

0.375T

0.257

0.1257

2
x
4. Bestdm en rektangel, inskriven i 6vre halvan av ellipsen med ekvationen T +9? =1,

sddan att rektangeln har storsta mojliga arean (se bilden). Beriékna den storsta mojliga
arean. (6p)



UsS

Losning.
Beteckna halvan av lingden av botten i rektangeln med x och hijden med h. Arean &r

lika med A = 2xh. Fréan ellipsens ekvation foljer det att % +h%*=1och h(z) = - %.

Detta ger uttrucket av arean som funktion av x:

i E

A(x) #r definierad pa ett begrinsat slutet intervall [0, 2] och &r kontinuerlig funktion. Den
maste anta sitt maximala viirde pa det intervallet enligt max-min satsen. En singulér
punkter dr randpunkt z = 2. Vi soker kritiska punkter.

X I2
4 A(z) =2 (233, /1— ;) =2,/1— 122 — %\/1_1:52 = wilxz (2 — 2?).
4 4

Kritisk punkt i intervallet (0,2) #r 2o = v/2. Derivatan %A(m) 4r positiv pé intervallet
[0,v/2], och &r negativ pa intervallet [v/2,2). Detta medfor att arean av rektangeln A(z)
antar globalt maximum A, dd z = v/2 och h = \%.Maximal area #r:

2
Amax = 2V/2 1-7=2

. Bestédm definitionsméingden och asymptoter till grafen av funktionen f(z) = %.
Skissa grovt funktionens graf och dess asymptoter. (6p)
Losning.

Vi bestémmer rotter av ndmnaren i uttrycket for f(x). Polynomet Q(z) = 22 + x — 2,
har rotter xr1 =1, 29 = —2.

Detta gor att definitionsméngden till f dr reella axeln R férutom dessa tva punkter.
Funktionen har tva lodréta asymptoter i = —2 och i x = 1.

Néamnaren Q(x) dr negativ for —2 < x < 1 och &r positiv for z < —2 och = > 1.



Téljaren P(z) = 223 + 2% — 3z — 4 4r negativ i dessa tva punkter: P(1) =2+1-3—4 =
—4<0; P(-2)=—-164+4+6—4=—10 < 0. Detta medfor fsljande grinsviirden:

i f@) = o0 lim fla)=ooi Jip flo) =o0i i flo) = —os

Det finns en sned asymptot efterom téljaren har grad 3 d&n nidmnaren har grad 2.

Man kan hitta asymptoten genom att dela 22° + 22 — 32z — 4 med 2% + x — 2:

223 + 2% — 3r — 4 22— 6
—o 14—
x4z —2 x4+ a2 -2
Vi observerar att f(z)— (22 —1) = -25% — 0 dd 2 — £oo. Asymptoten har ekvationen

y =2z —1.

r) 223 +a22-3r—4
Alternativt, kan man hitta lutningen som gréansviirdet lim f< ) = -
z—too I $($2+x—2)
2.

223 + 22 — 3u — 4
Fofluttnignen av asymptoten hittas som grinsvirdet: lim f(x)—2z = lim T * —

) r—+00 r—+00 2 +x—2
— 4
2r = lim —(x r+4)
z—too 2+ 1 — 2
Asymptoten har ekvationen y = 2x — 1. Skissen av grafen foljer undersokta asymptoter
och grénsvirden.

=1.

25T

-50T

. Lat a, L, M € R. Lat f, g vara funktioner definierade pa R.

(a) skriv ned den formella matematiska definitionen av lim f(z) = L. (1p)

(b) Visa att om il_r)rcll f(z) = L och glcllrcll g(x) = M s& existerar ilirclb(f(x) + g(z)) och
lim (f(2) + 9(x)) = L+ M. (5p)
Losning.

(a) Definitionen av grinsvirde.

For en funktion f definierad runt punkten a men kanske inte i sjilva punkten och ett tal
L pastaendet lim, ., f(z) = L betyder att

Ve >0 36, > 0 sddan att Va: 0 < |z — a| < d. géller det att |f(x) — L] < e.

(b) Kolla beviset av satsen i Adams, Example 4. sid. 90, eller i foreléisningsanteck-
ningar.



Maxpoédng pa tentan &r 50.

Betyggrinser for poing pa tentamen, inklusive eventuella bonuspoiéing ér: 3: 20; 4: 30;
5: 40.

Losningar léiggs ut pa tentamens sida och pa kursens sida i Canvas. Resultat meddelas via

Ladok.



