Tentamen
TMV140 Linjar algebra Z

130117 kl. 08.30-12.30

Examinator: Peter Hegarty, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Dawan Mustafa, 0703 088 304
Hjilpmedel: Inga, €j heller riknedosa

For godkéint pa tentamen krivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoéng fran duggor och
Matlab 2012 rdknas med, men maximal podng pa denna del ar 32.

For godként pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként.

For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida senast forsta vardagen efter 130117. Tentan réttas och bedéms anonymt.
Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inlamnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

1 2 3 1 1

. 2 3 0 4 1

2. Lat A = 11 -3 92 och v = 1
1 1 -3 5 -2

(a) Avgor om v tillhér nollrummet Nul A.

(b) Avgor om v tillhor kolonnrummet Col A.
Skriv i sa fall v som en linjirkombination av A:s kolonner.

(c) Bestdm baser fér Col A och Nul A.

3. Visa forst att ekvationssystemet Ax = b saknar 16sning da

1 1 0 0
0 1 -2
A= 2 -1 0|’ b= 3
1 1 1 )

Bestdam sedan minsta kvadrat-16sningen till ekvationssystemet ovan.

4. Lat
1 1 1

1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

A=

—_ = = =

Matrisen A har egenvirdena —2 och 2 (och inga fler). Bestim en ON-bas for R* av egen-
vektorer till A.

(6p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

Poédng pa dessa uppgifter kan inte rdknas in for att na godkéintgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att

man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5.Bz{v1:[1 2 31", va=[110]", va=[10 Q]T}iirenbasférR3.I

2 2 0
dennabasdr | 2 2 —2 | avbildningsmatris for den linjéira avbildningen 7' : R? — R3.
0 -2 2

Bestdm T'(v) (i standardbas) dav=1[0 0 5 ]T (ocksa i standardbas).

. Lat P3 vara vektorrummet av polynom av grad hogst 3. Lat U; vara det underrum av Pg
vars element dr alla polynom p som uppfyller p(—1) = p(1). Lat U vara det underrum av
Uy vars element dessutom uppfyller p(1) = 0. Visa att dim U; = 3 och dim Uy = 2.

Bestdm en bas {p1, p2} for Us, fyll ut den till en bas {p1, p2, p3} for U; och slutligen till
en bas {p1, p2, p3, pa} for hela Ps.

. Avgor vilka av foljande pastaenden som #r sanna respektive falska. Alla svaren maste
motiveras, riatt svar utan motivering beldnas ej. Du far citera satser fran boken i ditt
resonemang. Om du hivdar att ett pastaende &r FALSKT sa far du &dven illustrera varfor
med ett exempel som motsidger pastaendet.

(a) Lat n vara ett positivt heltal. For alla n x n matriser A och B giller att
Rank(AB) < Rank(B).
(b) Om A och B &r matriser s att A2 = B? sa ir A = B eller A= —B.

(c) Om A och B ir inverterbara matriser sa att A+ B #r inverterbar, sa &r dven A~14+B~1
inverterbar.

Lycka till!
Peter Hegarty

(6p)
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Poéng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Los ekvationen

1 2 -1 3
2 3 0 4 _0
3 4 3 2
-1 0 -1 =
Losning:
2 N
(b) Lat

u={[1 -1 (3 1]}, v={[-1 1], [-1 3]}

Bestam de tre koordinatbytesmatriserna (basbytesmatriserna) Py (samma som ¢ £u),

V£S och V£u fran basen U till standardbasen £ i R?, fran standardbasen & till

basen V och fran basen U till basen V.

Lo6sning:

(3p)

VAND!



(¢) Ange LU-faktoriseringen av matrisen

2 4 2 4
A‘[1231}

Hur kan du kontrollera att faktoriseringen &r korrekt?
Losning:

1 2 31
(d) Lat A= | 2 3 0 4 |.Bestdm a och b sa att dim(Nul A) = 2.
3 4 a b

Losning:

Loésning:



Loésningar TMV140, Linjir Algebra Z, 130117

1. (a) Upprepade radoperationer ger

1 2 -1 3 1 2 -1 3
29 3 0 4 0 -1 2 -2
3 4 3 2|70 o0 o g |=2t2),
10 -1 z 00 0 z42

sa losningen ar x = —2.

(b) Matrisen Py har vektorerna i U som kolonner, dvs P, = [ 1 $]. Matrisen vL o dr
—1

inversen till mostvarande matris for V', dvs V£ c= [_1 _1] = % [_13 _11 ] Slutligen

1 3
ir Ly =y leely =512 1A =10 7]

(¢) Det riacker att gora en radoperation:

2 4 2 4 2424_U
1 2 31 002 —1| ™

1 0

Pa vanligt sétt léser vi av L = [ 12 1

] . Vi kan nu kontrollera att LU = A.

(d) Upprepade radoperationer ger

1
2
3

=W N
QL O W

1
4~ |0 -1 -6 2
b 0 0 a+3 b-—71

Vi ser att det finns tva icke-pivot-kolonner, dvs dim(Nul(A)) = 2, om och endast om
a=-3,b="1.

(e) Ekvationen kan skrivas X (A — 2I) = B, si X = B(A — 2I)71, forutsatt att A — 21
ar inverterbar. Men sa é&r fallet:

-1
Cop-1_ | 3 -3 _1p23
(4-20) _[—1 2 311 3]
Alltsa ar
1 10
0 1

2. (a) Vi observerar att Av # 0, sa v ligger ¢j i nollrummet.

(b) Vi vill skriva v = x1a; + z0as + w3a3 + x4a4, dir A = [a;, ag, a3, a4). Detta &r ett
system med totalmatris

12 3 1] 1 10 -9 0] 4
2 3 0 4/ 1 01 6 0-1
11 321|777 ]oo o 1]-1
1 1 -3 5/ -2 00 0 00

Systemet &dr losbart, sa v ligger i kolonnrummet. Varje val av x3 ger en 16sning, exempelvis
ger x3 =0 att v=4a; —as — ay.

(c) Vi ser i rdkningen ovan att a;, ag, a4 ir pivotkolonner. Dessa bildar en bas for kolonn-
rummet. Ersitter vi hogerledet med 0 ser vi att Ax = 0 har 16sningarna x = z3[9 —6 1 0]
Alltsd #r [9 — 6 1 0]7 en bas for nollrummet.



3. Systemet Ax = b har totalmatris

1 1 0]0 1 1 0/ 0
0 1} -2 0 3 1|-2
2 —1 0| 3 0 0 1] 1
1 1 1] 5 0 0 0 4
och saknar alltsa 16sning. Vi berdknar
6 0 1 11
ATA =10 12 4], ATp = | -4
1 4 2 3
Normalekvationerna AT Ax = ATb har da totalmatris
6 0 1|11 1 0 0] 1
0 12 44| ~---~ |0 1 0] -2,
1 4 2|3 0 0 1] 5

s& minsta kvadrat-1osningen &r [1 — 2 5]7.

4. Vi borjar med att bestimma en ortogonal bas f6r rummet av egenvektorer med egenvérdet
2. Egenvirdesekvationen Ax = 2x har koefficientmatris

1 -1 -1 -1
0 0 0 O
A—2] ~ - -~ 0 0 0 0
0o 0 0 O

och &r alltsa ekvivalent med ekvationen z1 — xo — x3 — ©4 = 0. Tre linjirt oberoende
vektorer som uppfyller denna &r u; =[1 10 0], ug =[1 01 0], ug =[1 0 0 1]. Vi tillimpar
Gram-Schmidts metod, och far vi = uy,

u2 Vi1

1
vy =uy — :5[1—120]T,

V1 -V

. . 1
Yvi W'Ve_ 2 qgT,

V3 = us —
Vi-Vi Vg-vy 3

Enligt spektralsatsen dr egenrummet med egenvéirdet —2 ortogonalt mot &1 —xo—x3—2x4 =
0. Men det enda icke-triviala underrummet med denna egenskap dr normalen, det vill sédga
linjen som spénns upp av v4 = [—1 1 1 1]7. (Man kan naturligtvis ocksé se detta genom
att losa ekvationen Ax = —2x.)

Enligt ovan #r vy, va, v3, v4 en ortogonal bas for R Med w; = v;/|v;| far vi svaret

1 1 1

1
wi=-—[11007T, wy=-—[1-1207, wz= [1-1-13%, wy= 11l 17,

2

sl
5
5

2



5. Lat P = [vy vg v3] vara basbytesmatrisen fran standardbasen till B och M den i uppgiften
givna matrisen. For att beriikna T'(v) multiplicerar vi forst v med P! for att komma till
[v]g, dédrefter med M for att komma till [T'(v)]g och slutligen med P for att komma till
T(v) i standardbas. Den sokta vektorn &r alltsd PM P~1v. Observera att det #ir onddigt
att berikna P~1. I stiillet radreducerar vi

1 1 1]0 1 0 01
Pv]=1{2 1 00| ~---~ |0 1 0|-2],
3 0 215 0 0 1|1
vilket ger P~'v = [I — 2 1]7. Vi beriiknar sedan T'(v) = PM[1 —2 1] =[0 -8 6].

6. Vi identifierar polynomet p(r) = a+ bx + cz? + do3 med vektorn [a b ¢ d]T € R*. Villkoret
p(1) = p(—1) ger b+ d = 0 och villkoret p(1) = 0 ger a + b+ ¢+ d = 0. Vi skall alltsa visa
att 16sningsméngden Uy till

a+b+c+d=0

har dimension 3. Detta &r sjilvklart; vi kan vélja b, ¢, d godtyckligt och sedan l6sa ut a.
Vidare har 16sningsméngden Uy till

a+b+c+d=0
b+d=0

dimension 2. Detta &r ocksa klart (ingen elimination krévs). Med ¢ och d som fria variabler
far vijabcd)? =¢[-10107+d[0 —101)7. Alltsd kan vitap; = [-1010]T =22 -1,
p2=1[0 —101]7 =23 — 2 som bas for Us. Vi kan vilja p3 som vilken vektor som helst
med a+b+c+d=0men b+d#0, till exempel p3 =[-11 —11] =2% -2+ 1.
Slutligen véljer vi ps som vilken vektor som helst med a + b + ¢ + d # 0, till exempel
pa=[1000]7 =1.

7. (a) Om Bx = 0 sa dr ABx = 0, dvs Nul(B) C Nul(AB). Speciellt dr dim(Nul(B)) <
dim(Nul(AB)). Observera att B och AB har lika manga kolonner, siig n stycken. Rangsat-
sen ger da n —rank(B) < n — rank(AB), det vill séga rank(AB) < rank(B). Pastaendet
ar alltsa SANT.

(b) Pastaendet &r FALSKT. Matriserna A = [} 9], B = [§ % ] ger ett motexempel.

(c) Pastaendet dr SANT. Man kan skriva A~!+ B~! = B71(A+B)A™!, sa pastaendet foljer
av att produkten av inverterbara matriser #r inverterbar. (Vi ser dven att (A=!+B~1)~! =
A(A+B)™'B)



