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Linjir Algebra Z1 (tmv140)

Skriv namn och personnummer pa samtliga inlimnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgranser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5. (Bonuspoing
fran duggor 06/07 inkluderas.)

Losningar 1dggs ut pa kursens (06/07) webbsida 19/3. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter
tentamenstillfillet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsd utan motiveringar.
Skriv svaren tydligt och i ordning pa (om mdgjligt) ett blad.

1 2 3 4

« . 1 a+1 3 4

(a) Berikna determinanten 1 9 atl 4
1 2 3 a+1

(b) U &r det underrum i R* som spénns upp av vektorernau; =[1 1 2 -1 }T,

w=[21 -1 1] u=[10 -3 2], wm=[-110 1]
Avgor for vilket eller vilka viarden pa den reella konstanten a vektorn
w = [ 1 a—4 5—a 2 ]T tillhér underrummet U.

(c) Ange dessutom en bas for underrummet U ovan.

(d) Ange avbildningsmatrisen (i standardbas) fér den linjdra avbildning

o m g ()] 2o ()12

(e) Ange minstakvadratlosningen till ekvationsystemet
T = 0
y = 1
z + y = 10.
(f) Ange LU-faktoriseringen av matrisen
1 2 31
A=12 3 1 4
3 211

Till resterande uppgifter skall du limna in fullstindig 16sning, alltsa vil motiverat!

2
2
4

S W =

2
2. (a) Bestdm en matris P som diagonaliserar matrisen M = | 0
0

Ange ocksé diagonalmatrisen D som uppfyller P"'MP = D.

(b) Lat Py vara vektorrummet av alla polynom av grad hogst 2. Den linjdra av-
bildningen T' : Py — Py definieras enligt

T(p(t)) =p"(t) + (t+ 1)p'(t) + 2p(t)

Visa att M #r avbildningsmatrisen till 7' i standardbasen {1,¢,¢?}. Bestim en
bas for Py av egenvektorer till T'.

Var god vind!

(3p)

(2p)

(6p)

(2p)



3. Lit U vara ett underrum i R* som definieras genom
U= {[ T1 To T3 Ta ]T ER* i 21 +229—23—74 = 0 och z1 — 9 — 23+ 274 = 0}

(a) Ange en matris A s att U = Nul A. Bestdm en bas for U.
(b) Bestim en ON-bas for U.

(c) Skriv vektorn w = [ 2 2 -1 2| somensummaw=w;+wymedw; € U
och wy € U+L. Bestam sedan avstandet fran w till U.

}T

4. Los foljande system av differentialekvationer

{ ) (t) = 2z1(t) + 3zo(t) 21(0) = 0, 22(0) = 1.

:L‘IQ(t) = 2!E1 (t) + .1‘2(t)
5. Basen B for R? bestar av vektorerna u; = [ 11 ]T och uy = [ 2 1 ]T och basen

C for R? bestar av vektorerna v, = [ 1 -1 ]T och vg = [ -1 2 ]T.

Bestdm basbytesmatrisen (koordinatbytesmatrisen) . (E B

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Du behover inte
motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

(a) Spegling i linjen y = = + 1 &r en linjér avbildning frin R? till R2.
(b) Om A ér en symmetrisk matris sa ar A diagonaliserbar.

(¢) Om A &r en diagonaliserbar matris sa dr A symmetrisk.

)
)
)
(d) U= {[ T1 Ty }T € R? : 71 < zy} #r ett underrum i R2.
)
)

(
(

e) Om tre vektorer spianner upp R? s ér de linjirt oberoende.
f) Om A &r en n x n matris och (Col A)+ = {0} s &r det A # 0.

7. Lat A vara en n X n matris.
(a) Definiera begreppet: A dr en inverterbar matris.

(b) Bevisa enbart med stéd av definitionen ovan:
om A2 + A = I, sa ir A inverterbar.

(c) Bevisa: om A idr inverterbar sa dr inte noll ett egenvirde till A.

(d) Bevisa: om A har ortogonala kolonner och ingen kolonn dr nollvektorn sa &r
A inverterbar.

May the force be with you!
/Peter.

(4p)



Lésningar
(a) Om vi utfér radoperationerna
RQl—)RQ—Rl, R3l—>R3—R1, R4+—>R4—R1,

da dndras inte determinanten och matrisen forvandlas till

1 2 3 4
0 a—-1 0 0
0 0 -2 O
0 0 0 a-3

Denna matris dr diagonal s& dess determinant dr bara produkten av elementen
pa huvuddiagonalen, ndmligen (a — 1)(a — 2)(a — 3).
(b) Vi arbetar med den utékade matrisen
1 2 1 -1 1
1 1 0 1|a—-14
2 -1 -3 0|5—-a
-1 1 2 1| 2

Efter foljande sekvens av radoperationer

Ry — Ry — Ry, R3— R3—2Ry, R4~ R4+ Ry,
R3— R3—5Ry, R4+ R4+ 3Rs, R4+~ 4R4+ 3R3,
s& erhdlls trappstegsformen
1 2 1 -1 1
0 -1 -1 2| a—>5
0 0 0 —-8|28—6a
0 0 0 0]|36—6a
Systemet dr konsekvent och didrmed &r w € U om och endast om 36 — 6a =
0=a=6.

(c) I trappstegsformn ovan finns pivotelement i kolonner 1,2 och 4. Didrmed utgor
uy, ug och uy en bas till U.

(d) Det dr redan givet att F ([ (1) ]) = [ :; ] Vi behover ocksa F ([ (1) ])

0 1 1 P
Notera att [ 1 ] = [ 1 ] —[0].Darforar

r(D)=r (D)= )10

Avbildningsmatrisen i standardbas dr alltsa

ERL

(e) Ekvationssystemet i matrisform dr Ax = b déar

10 0
A=10 1 ,x:[‘”],b: 1
11 Y 10

Minstakvadratlosningen % uppfyller AT A% = ATb. Vi beriiknar

. [21 .. [ 10
s 1] e[

Dérmed ar

=[1a] [a]=50 2=

Svar : x = 3, y = 4.



(f) Da man utfér radoperationerna
Ry — Ry — 2Ry, R3+— R3—3R;, Rz~ R3—4R>,
sa erhalls trappstegsformen

1 2 3 1
=10 -1 -5 2
0 0 12 -10

Vi kan ocksa skriva ner L direkt, ndmligen

1 00
L=12 10
3 41
2. (a) Vi soker egenvirdena och egenvektorerna till M. Ty M &r 6vre trianguldr sa
star dess egenvirden pa huvuddiagonalen. S& M har egenvirden A\; = 2, Ay = 3 och
A3 = 4. Nu hittar vi motsvarande egenvektorer.

A1 =2 :Vihar
01 2
M-2=|0 1 2
0 0 2
01 2
Efter radoperationerna Ry — Ry—R1, Ry <> Rj3 erhalls trappstegsformen | 0 0 2
0 00
Vidare efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spidnns upp av vektorn
1
V1 = 0
0
Ao =3 : Vi har
-1 1 2
M-3I3=] 0 0 2
0 01
-1 1 2
Efter radoperationen R3 — Rz — Ry erhalls trappstegsformen 0 0 2 |.Vi-
0 00
dare efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spidnns upp av vektorn
1
V9 = 1
0
A3 =4 : Vi har
-2 1 2
M-4I3=| 0 -1 2 |,
0 0 0
som redan dr i trappstegsform. Efter tersubstitution ser vi att matrisens nollrum
2
spanns upp av vektorn vz = | 2
1

Matriserna P och D viljs nu enligt

[ A1 0 0 2 00
D=0 X 0|=|030],
[ 0 0 A3 00 4
[ ] 11 2
P = V1V2V3=012
LD 001




(b) Att M &r matrisen for T i basen {1,,t?} betyder att

T(1) =2,
T(t) =1+ 3t,
T(t?) = 2 + 2t + 4%,

Det ar bara att kolla att sa ar fallet. T.ex.
T(#2) = ()" + (t+1)(£2) + 262 = 2+ (£ + 1)(2t) + 22 = 2 + 2t + 4¢2.

En bas av egenvektorer till T' ges av kolonnerna i matrisen P ovan och en sidan bas
ar alltsd {1,1 +¢,2 + 2t + t*}. Kolla att

T(1)=2-1,

T(1+t)=3-(1+1),

T(2+ 2t +t2) =4-(2+ 2t + 12).
. (a) Vi sgker en matris A sddan att

U={x=[z; 22 z3 74]" € R*: Ax =0}.

Uppenbarligen &r

1 2 -1 -1
A‘[1—1 -1 2]'

Radoperationen Ry — Ry — Ry tar A till trappstegsformen

1 2 -1 -1

0 -3 0 3 |
Variablerna x3 och x4 dr alltsd fria och efter dtersubstitution ser vi att nullrummet
ges av

Z1 T3 — T4 1 -1

9 . T4 . 0 1 .

o | = 9 =33 | |+ 7 0 | THTaER
T4 T4 0 1

Dérfor dr {vi,vs} en bas for U dir
vi=[1010", vo=[-1101]".

(b) Vektorerna vy och vo dr inte ortogonala (deras skaldrprodukt dr —1). Sa vi forst
byter ut vo mot

Vo -V (— ) T 1
y=vo—-—77—5V1i=V2— | o~ |VI=V2T Vi
[[v1][? 2 2
1 1
-1 2 ~3
1 0 1
= -I— 1 = 1
0 2 3
1 0 1
Det aterstar att normalisera. Vi tar
1
Vi 1 1 0
U := ——=—=V] = — ,
lvill V2 V2 |1
0



och

_1
2
vy \f \F 1
Ug = ——— =4/ =Vg =4/ =
P vl Vs Vs | g
1
D& utgdr u; och uz en ON-bas for U.
(c) Vi har att
. 1 2
w1 = projyw = (w-uj)u; + (w-uz)ug = E(w -vi)vy + g(w y)y.
Kolla att w-v; =1l ochw-y = g Déarfor géller att
0
1 e
1

Och vidare &r alltsa

(Kolla att wo-u; = wa-ug = 0). Avstandet fran w till U &r just lingden av vektorn
Wy, nimligen \/22 +12 + (=2)2 + 12 = 1/10.

. Satt
e [2 2] e[ e[

A

D4 har systemet formen x’ = Ax och lésningen ges av x = e“’xg. Om vi antar att

A ar diagonaliserbar, sig A = PDP~! diar D = [ )81 \
2

z1(t) | _ eMt 0 110
[xQ(t)]_P[ o o |T 1] 1)
Sa det géller att diagonalisera A for att hitta A1, A2 och P och sedan bara multipli-
cera ut allting i (1).

], sd ges losningen mer

explicit av

Den karakteristiska ekvationen fér A ar
2-N1-XN—-23=0X-32-4=0A-4)\+1)=0,

sa vi har egenviardena A\ = 4 och Ay = —1. Motsvarande egenvektorer hittas pa

sedvanligt sitt (se uppgift 2) och vi konstaterar att vi = [ g ] och vo = [ _11 ]

ar egenvektorer tillhorande A; resp. Ae. D& tar vi

3 —1 _ 1 1 1
PZ[v1v2]=[2 1 ]#PIZE[_2 3].

Stoppar vi in allting i (1) och multiplicerar ut sa far vi till slut att

3 3 _
z1(t) = ge4t — e ¢

2
zo(t) = ge4t + %e*t.



5. Koordinatbytematrisen P := (Ji g erhélls genom att skriva vektorerna i basen B i

6.

termer av basen C. Mer precis P = [ Z

Z ] ar den 2 X 2 matris s.a.

u; = avy +cve, Uy =bvy + dvs.

I matrisform blir detta till

(a)
(b)

[I.I1 llg] = [V1 VQ]P = P = [Vl Vg]il[ul 1.12]

1 =171 2] [2 1)1 2] [3 5

-1 2 1 1] [11][1 1] |2 3]
Falskt. Linjen gir inte genom origon sa speglingen avbildar ej nollvektorn pa
sig sjilv.
Sant. Theorem 2, p.451.

Falskt. Manga icke-symmetriska matriser dr ocksa diagonaliserbara. Exempel
finns i uppgifter 2 och 5 pa denna tenta.

Falskt. U &r inte sluten under skaldrmultiplikation med ett negativt tal.

Sant. Att dimensionen av R? &r tre innebdr att tre st. vektorer spinner upp
rummet om och endast om de dr linjirt oberoende. Se Theorem 12, p.259.

Sant. Att ortogonalkomplementet till kolonnrummet enbart bestar av nollvek-
torn innebér att kolonnrumet dr hela R™. Dvs matrisens kolonner spinner upp
R"™, och ddrmed dr A inverterbar (Theorem 8(h), p.129). Att A ar inverterbar
innebér i sin tur att det(A) # 0 (Theorem 4, p.194).

Det ér definitionen i boken man dr ute efter : se p.119. En n x n matris A sigs
vara inverterbar om det finns en n X n matris B s.a. AB = BA = I,. Man
brukar skriva B := AL

A2+ A=1, A(A+1,)=(A+1,)A =1, s& A+ I, ir inversen till A, per
definition av inversen ovan.

Om noll var ett egenvérde till A sa skulle det finnas en motsvarande egenvektor
v#0sa Av=0-v = 0. Men om Av = 0 och A &r inverterbar, si kan vi
multiplicera till véinster i bida leden med A~! och erhélla att 0 = A~!(Av) =
(A7YA)v = I,v = v. Alltsd dr v = 0, en motsiigelse. Se ocksd satsen pa s.312
i boken. Motiveringen av satsen i boken finns pa s.311.

Om kolonnerna ar ortogonala och skilda fran noll s& dr dem speciellt linjért
oberoende (Theorem 4, p.384). Men en kvadratisk matris vars kolonner dr
linjart oberoende ér inverterbar (Theorem 8(e), p.129).



