Losningar till MVE018/017/TMV139 Matematisk analys i en variabel for I1 och Z1 24-08-23

!
1. (a) Separering av variabler ger % =7 facQ
2yy = 1/2-In(1 4 2?) 4+ C for nan konstant C'.
Villkoret y(0) = 1 ger 2 = C sa

som integreras till

2
1
v = (0? = (puasa +1)
Svar: y = (In(1 +22%)/4 + 1)2.
(b) Den karaktiristiska ekvationen &r 0 = r% + 4r + 3 = (r + 1)(r + 3) sa
l6sningarna till den homogena ekvationen &r
yp = Ae®* + Be

dér A och B &r godtyckliga konstanter.
Substitutionen y = e*z ger

X

3 = €%z
41y = ez + 2)
1 y// — eI (Z// + Z/ _|_ Z/ _|_ Z)

som vid inséttning ger
e (2" + 62 +82) =e"x

eller
2+ 62 +82 ==x.

Ansittning av partikulirlosning ger

8lz, = ax +0b
GZ;ZQ

som vid inséttning ger
8ax + (8b + 6a) = x

sa att a = 1/8, och b = —3/32.
Lésningarna till ekvationen é&r nuy = y;, + €z, .

Svar: y = Ae 3% + Be ™ + e%(x/8 — 3/32) dir A och B #r godtyckliga
konstanter.

2. (a) Ansats for partialbraksuppdelning ger
b c

1 a
x(x —1)2) B E+ x—1 + (1—2)

dir handpaliggning ger a = 1 och ¢ = 1. Insiittning av z = 2 ger sen 1/2 =
12+ b+ 1sab=—1.
Detta ger

1 1
—  —|z|-Inje—1] - —.
/x(x2+1) nle] —Infe | x—1

Svar: In|a/(z—1)|—1/(z—1),.



(b) Partiell integration och partialbraksuppdelning ger

*arctant 1 00 1 1
5 dt = [ffarctant} + - ——dt =
1 t t 1 1 t 1+t2
T > /1 t
= 0+ — - - dt =
+4+/1 <t 1+t2>
T 1 12 oo ™ 1 1 1
4+[2n‘1+t2 L4 2“(2) p(m+nd)

Svar: (7 + In4)/4.

3. Kénd Maclaurinutveckling ar

1 N
il BLE

n=0

Partialbraksuppdelning ger
T _ T -1 n 1 _
1-3z+22  (1-2)(1-22) 1—-2 1-22
= stc” + Zan” = 2(2"71)x”.

n=0 n=0 n=0
Svar: 2(2" —1)a".
n=0

4. (a) Med a,, = (—=1)")(x —2)?2"T1/(3"(2n + 1)) giller att

| D@12 3@asn) |
an | 3n+1(2n + 3) (=1)"(z — 2)2n+1
1 241 1
_ L2aln ey Loy
3 2+3/n 3

nar n — oo.

Kvotkriteriet ger dirfor att potensserien konvergerar nir |z — 2| < +/3 och
divergerar nir |z — 2| > /3.

Néir oz = 2 + /3 ér

p(2 £V3) = +V3 i ;;an
n=0

som &r alternerande dir 1/(2n + 1) avtar mot 0 nir n — oo
Kriteriet for alternerande serier ger dirfér konvergens niir = 2 + /3.

Svar: [2 — V3,2 + \/§]



(b) Kénd Maclaurinutveckling dr

) _1)n
arctant = E 2(7_31152’”1
n

n=0
nirt € [-1,1]. Med t = (z — 2)//3 ger det

z—2\ 1 & (=" oo = L
arctan(\/§> = \/37273”(271—&—1)( 2)" = \/§p()

sé
1 V3w
1) = V3arctan [ —— | = ———.
o) () =%
Svar: —/37/6.
5. Volymen av kroppen som fas nir omradet mellan z-axeln och linjen y = 2 da 0 <

0z < 1 roterar runt y-axeln #r en rit cirkulir cylinder med bas 7 - 12 och hojd 2 sa
volymen av den &r 2 7.

Volymen av kroppen som fas nir omradet mellan grafen till f(z) = 22 +2, 0 < 2 <1
och z-axeln roterar runt y-axeln ges enligt skalformeln av

1 4 341
x x
27T/33(:B2+:v)dx=277—+—
o {4 3}

o 6

Den efterfragade volymen ér skillnaden mellan forsta kroppens volym och den andra
och ges déarfor av

27 — -1 = §77.
6 6
Svar: 57/6.
6. Néar a = 0 géller att
/Oodx 1 1
— = — lim — — lim —
0o Z T—00 I z—0t T

som ger att integralen da &r divergent eftersom det andra gransvirdet inte existerar
(egentligt).

Néar a # 0 géller att

/°° dx 1/°° dx 1{ ¢ (m)ro
—_— = = ———— = —| arctan ( — =
o a2+ 22 a? J, 1+ (z/a)? a a’ la

1( T 77) <0

= - = nir a

a 2 4 ’

1(71' 77) . >0

(= - = nir a

a \2 4 ’

eftersom arctant — —m/2 néir t — oo och arctant — /2 nér ¢ — oo samt arctan1 =
/4.
Nér a < 0 ska dérfor 1/a = —4/(37) och ndra > 0 ska 1/a = 4/7.

Svar: Néra = —37/4 och nér a = 7/4.



7 1/min A(h)/84 1/min

Sitt h = h(t) till viitskans hojd vid tiden ¢ som méts i decimeter eftersom 1 liter &r
1 dm®. Det giller att 2(0) = 0.

Med beteckningar i figuren &r A(h) arean av en cirkelskiva med radie z och Pythagoras
sats ger att (10 — k)2 + 22 = 10% sd att 22 = h(20 — h) och A(h) = 7h(20 — h).

Vitskans volym nér hojden dr h ges enligt skivformeln av
h
V(h) = / A(s)ds
0
sa att V/(h) = A(h).

(a) Enligt uppgift géller att

Vitskan slutar stiga nér h'(t) = 0 vilket ger

0=rm-— éA(h(t)) = %(84 — 20h + h2) = é%(h — 6)(h — 14)

dér bara h = 6 dm &r giltigt.
Svar: Langsiktigt stiger vitskan till 6 dm .

(b) Det géller att V'(h) = A(h) vilket med

ger ekvationen
1
A(h) A = - —A(h
(M =7 — A

som efter multiplikation med 84 och division med 7 ger
84h(20 — h)h' = 84 — h(20 — h) som separeras till

84 1(20 — h) B

for nan konstant C .



Integration ger

84h(h —2) _ —(84 — (20— h)) + 84
/84—h(20—h)dh N 84/ 84 — h(20 — h) dh =

- 84/<”m—6>8<i—14>)dh
= 84/< l31—/26+h2i/124)dh

h—14
=1
i=5]) =1+ C

= 84(—h—|—2211n

Eftersom h(0) = 0 giller att
C = 42-21ln (;)

t = 8821In (131 . 3) — 252 =~ 146.6509

sa att ndr h = 3 ges t av

minuter.

Svar: Eter 882 In(11/7) — 252 minuter.



